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INTRODUCCION

Dado T" un grupo finitamente generado, para cualquier grupo algebraico G el con-
junto R(I',G) de todas las representaciones (homomorfismos) p : I' — G tiene una
estructura natural de variedad algebraica, y junto con esta estructura es llamada la
variedad de representaciones de I' en G.

Si consideramos una superficie S compacta de género g > 1, I'; su grupo fundamental
y G = GL,(C), denotamos R(I'y, GL, (C)) por R, (I'y).

R, (T',) es llamada la variedad de representaciones n—dimensional de I'; en GL,,(C).

R, (T,) estd encajado como un subconjunto de GL,(C)? formado de 2g—uplas
(A1, By, ..., Ay, By) satisfaciendo la relacién

A1BiAT BT - AgB AT B = 1.

Existen diversos trabajos sobre representaciones, cuyo estudio depende obviamente
del I' y G que se consideren.
Algunos ejemplos son:

1) William M. Goldman en [7], considera I' como el grupo fundamental de una su-
perficie cerrada orientable S y G un grupo de Lie. Entonces el espacio de clases
de conjugacién de representaciones del grupo fundamental de S en G es el espacio
de clases de equivalencia de G—fibrados planos sobre S. En su articulo se discute la
relacion de la estructura local y global de éste espacio con la topologia de la superficie
S y la geometria del grupo de Lie G.

Da varios ejemplos de Hom(T',G) y estudia detalladamente la topologia de

Hom(T', PSL(2,R)).

2) Sea S superficie de Riemann, I' el grupo fundamental de S, GL,(C) el grupo
general lineal de matrices n x n.

La representacién p : I' — GL,(C) define un haz vectorial E,,.

Si en vez de GL,,(C) consideramos U(n) obtenemos una representacién unitaria
p:I'— U(n).

Esto es, preserva la forma hermitiana. Una representacion se dice que es irreducible
si no tiene subespacios propios invariantes.

Typeset by ApS-TEX



Narasimhan y Seshadri en [14] demuestran que el haz vectorial E, asociado a una
representaciéon p : I' — U(n) unitaria e irreducible es estable.

3) En [16] A.S. Rapinchuk, V.V. Benyash-Krivetz y V.I. Chernosov, dan una des-
cripcién de R, (I'y) cuando el campo base es de caracteristica 0. También analizan
su espacio de moduli X, (I'y), donde X, (I'y) es definido como un cociente catégorico
de R, (I'y) médulo la accién de GL,, por conjugacion.

Existe una construccién clasica en teoria de foliaciones que permite asociar a toda
representacién p : I'(S) — PSL(n,R) su suspensién, que es una fibracién II, :
M, — S dotada de una foliacién F, transversa a las fibras.

La dindmica de tal foliacion estd esencialmente determinada por la del grupo de
holonomia p(I'(S)).(ver [12]).

Un ejemplo natural de lo anterior es el dado por las ecuaciones de Riccati [2], que
son holomorficamente conjugadas (fuera de las hojas excepcionales) con la foliacién
suspensién F, donde la base S es la esfera CP! menos un conjunto finito de puntos.

El presente trabajo tiene como antecedentes ciertos estudios sobre flujos geodésicos
y representaciones, algunos de ellos son:

En [2] se muestra que las hipdtesis de integrabilidad de cociclos, necesarias en el
Teorema de Oseledec [2], son equivalentes a la condicién siguiente:

(x¥) La holonomia de todo lazo “pequeno” «y alrededor de un “agujero” de S (superfi-
cie de Riemann compacta menos un numero finito de puntos) tiene todos sus valores
propios de moédulo 1.

En [3] se menciona el siguiente resultado:

Teorema 1([3, Teorema 2]). Sea S una Superficie de Riemann Hiperbdlica de
volumen finito.

Sea p : 111(S) — PSL(2,R) una representacion verificando (x) y tal que los expo-
nentes de Lyapunov de la medida de Liouwville para el cociclo inducido por p son no
nulos.

Sea v la proyeccion sobre M,, de la medida SRB del flujo geodésico foliado X,,.
Entonces para todo compacto K C M, toda sucesion (z, € K)nen, y toda sucesion
(rn)nen convergente hacia 400, la familia de probabilidades v, (x,) (obtenida al
normalizar la medida de drea sobre el disco D,. (x,)) converge a +0oo en la topologia
débil cuando v — +o0.

El anterior teorema sigue siendo verdadero para las representaciones y valores en
SL(3,C) si se le anade la hipétesis:



- No existe alguna probabilidad sobre CP? invariante por la accién de todas las apli-
caciones lineales p(7), v € II;(S).(ver [3]).

Inspirados en lo anterior, nuestro trabajo inicié con el estudio de ciertas representa-
ciones. A diferencia de los posibles tratamientos de la variedad de representaciones
que mencionamos anteriormente, nuestro estudio sera principalmente algebraico real.

Consideramos la variedad de representaciones n—dimensional R, (I'y) y formamos
dos subconjuntos con propiedades especificas.
El primero de dichos subconjuntos es:

R,(Ty) ={(A1,By,...,Ag_1,By_1, Ay, By)} C GL,(C)%

con la propiedad:
a) Los valores propios {A1,...,A,} de la matriz A, son de norma distinta.

El segundo subconjunto es:

R,(Ty) ={(A1,By,...,Ag_1,By_1, Ay, By)} C R,(Ty)

con la siguiente propiedad:

b) La matriz B, no tiene vectores propios en comun con la matriz Ay, ni permuta
un subconjunto de vectores propios entre si.

Estas propiedades son importantes ya que la propiedad del inciso a) nos permite
describir las medidas de probabilidad invariantes por la matriz A,.

Al cumplirse adicionalmente la propiedad del inciso b) obtenemos que ningin vec-
tor propio de la matriz A, lo es de la matriz By, ni la matriz B, esta permutando
algin subconjunto de vectores propios de la matriz A,. Por lo tanto las medidas

Ag-invariantes ya no seran R, (I',)-invariante.

Decimos que un subconjunto U de una variedad algebraica real V', es un abierto real
de Zariski si V — U es una subvariedad analitica real de V.
Tenemos los siguientes Teoremas:

Teorema 6. Sea g > 1, entonces En(Fg) C R, (I'y) es un subconjunto abierto real de

Zariski distinto del vacio, en el cual dado un elemento (A1, By, ..., Ay, By) € ﬁn(l“g),
la matriz A, tiene sus valores propios de norma distinta.



Teorema 7. En(f‘g) C R, (T'y) es un subconjunto abierto real de Zariski distinto del
vacio, en el cual dado un elemento p := (A1, B1,..., Ay, By) € En(Fg), la matriz
Agy tiene sus valores propios con norma distinta y la matriz By no permuta algin
subconjunto de vectores propios de la matriz Ag.

Teorema 8. Para cualquier p:= (A1, B1,...,A,,By) € ﬁn(f‘g) no hay medidas de
probabilidad en CP™~1 invariantes por (A1, B1,..., Ay, By).

Teorema 9. La foliacion de Riccati genérica no acepta medidas transversas inva-
riantes.

La idea de las demostraciones de los Teoremas son:

1) Para demostrar el Teorema 6, primero se estudia el conjunto N de matrices de
GL,(C) que tienen dos valores propios con la misma norma, dicho estudio produce
3 Lemas (Lema 7, Lema 8 y Lema 9 del Cap. II). La conclusién es que N es una
subvariedad analitica real de codimension 1. .
Después construimos un subconjunto abierto de Zariski real W en SL,,(C)) el cual
satisface (Proposicién 10):
Para toda C € W,

e C) LV
donde
®:GL,(C)? — SL,(C), ®(A,B) =[A,B] = ABA™'B~} V = (NN GL,(C)) x
GL,(C), donde N es el conjunto mencionado anteriormente.

Se definen las aplicaciones:

Sea
G = (GLn(C))Zqua ¢ Rn(rg) — G

la proyeccién sobre las primeras (2g-2) componentes, k : G — SL,,(C) la aplicacién
definida como:
K(Al, Bl, e ,Ag_l, Bg—l) = ([Al, Bl][AQ, BQ] Ce [Ag—h Bg_l])_l.

y =Ko
Escogemos W, un subconjunto abierto en (R, (I'y)), hacemos W' = Wy N W y

definimos En(I‘g) como el producto fibrado:

Ry (Lg) := kH(W') xwr Q C Ry (Ty)

K',_I(W/) Xw Q ; Q)
S
R_l(W/) K w!



donde Q = &~ 1(W’)\ [®~1(W’') N V]. Por construccién el conjunto én(f‘g) satisface
las propiedades del Teorema 6.

2) Para demostrar el Teorema 7, construimos un subconjunto abierto de Zariski de
GL,(C) x GL,(C) denotado por U, en el cual se satisfacen las propiedades a) y b)
que nos interesan (mencionadas en la pag.3). Hacemos la interseccién de U con el
conjunto abierto Q de la construccién dada en 1)

Uy =UNKQ.

Al ser & dominante, ®(Uy) es un subconjunto constructible real en SL, (C) y por lo
tanto contiene un subconjunto abierto real de Zariski no vacio W' de su cerradura.
Definimos R,,(I'y) como el producto fibrado:

Rn(Fg) = Hil(W”) Xy Q

G R e ——
lﬁ 1@
K_l(W//) lad W,/

donde ' = &~ H(W")NQ. Por construccién el conjunto En(f‘g) satisface las propiedades
del Teorema 7.

3) La demostracién del Teorema 8, se basa en que al cumplirse la condicién del inciso
a) en R, (I'y), obtenemos que las tnicas medidas de probabilidad invariantes por A,
son de la forma

(*) Xm0y, ]

con ¥m; = 1y 6] la delta de Dirac con soporte en [v;], espacio propio del valor
propio A; de A,.

Al cumplirse la condicién del inciso b) obtenemos que B, no estd permutando algin

subconjunto de vectores propios de Ay, por lo cual la medida (*) ya no sera En(f‘g)-
invariante.

4) Para la demostracién del Teorema 9, aplicaremos la construccién de la suspensién

de una representacién, pues dado un elemento p = (A, By,..., A4y, By) € En(Fg)
5)



podemos construir un fibrado vectorial plano ¢ con fibra C" cuya representacion de
monodromia sea (Ai, Bi,..., Ay, By) (ver [12]), y Proj(e) es el fibrado plano con
fibra CP™! inducido por €. Las secciones planas de Proj(e) forman una foliacién
holomorfa F, de Proj(e) llamada foliacién de Riccati. Y la conclusién de los Teore-
mas 7y 8 dan directamente el Teorema 9.

Nuestro Trabajo se desarrolla de la siguiente manera:
En el Capitulo 0, damos algunos preliminares de Geometria Algebraica.

En el Capitulo 1, presentamos brevemente el Teorema 5 ([16, Teorema 1}).

En el Capitulo 2, construimos el subconjunto EH(FQ) y probamos el Teorema 6.

En el Capitulo 3, construimos el subconjunto R, (I'y) € Ry(I'y) y demostramos los
Teoremas 7, 8.

En el Capitulo 4, mencionamos algunos conceptos basicos de foliaciones y demostramos
el Teorema 9.



CAPITULO 0
PRELIMINARES

0.1 PRELIMINARES DE GEOMETRIA ALGEBRAICA

En esta seccién recordamos los principales conceptos de Geometria Algebraica que
utilizaremos, para mayor referencia ver [9],[10],[13],[17].

Sea K un campo. Definimos el n—espacio afin sobre K denotado por A% 6 A", como

el conjunto de todas las n—adas de elementos de K. Si p = (aj,as,...,a,) € A", los
a; se llaman coordenadas de p.

A= Klzy,x9,...,2,]
Se interpretan los elementos de A como funciones de A" a K.

Si T es un conjunto de polinomios, entonces definimos
Z(T) ={p e A"[f(p) =0Vf €T}

Si A es el ideal en A generado por T', entonces Z(T') = Z(A).

Definicién 1. Un subconjunto Y de A™ es un conjunto algebraico si existe un sub-
conjunto de polinomios T' C A tal que Y = Z(T).

Notese que la uniéon de dos conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico. La in-
tersecciéon de cualquier familia de conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico. El
vacio y el espacio total son conjuntos algebraicos.

Definimos la topologia de Zariski sobre A™, definiendo los subconjuntos abiertos como
los complementos de los conjuntos algebraicos.

Un conjunto algebraico V' C A™ es reducible si V = V; U V5, donde Vi y V5 son

algebraicos en A"y V; # V i =1,2. En otro caso V es irreducible.
Dado un subconjunto S de A™, denotar por

Z(S)=A{f € K[z1,x2,...,2,]|Vx € S, f(x) =0}

el ideal de polinomios de K[z1,x3,...,Zy], que se anulan en S.
7



Definicién 2. Una variedad algebraica afin es un subconjunto cerrado irreducible
de A" (con la topologia Zariski). Un subconjunto abierto de una variedad afin es una
variedad cuasi-afin.

Sea X una variedad algebraica, y V' un subconjunto algebraico. Las restricciones a V'
de las funciones polinomiales de K{[z1,zo,...,x,] forman una k—algebra, denotada
por K[V] y es llamada el algebra afin.

El invariante basico local de un punto x de una variedad X es el anillo local O, de
ese punto. Este anillo consiste de todas las funciones que son regulares en alguna
vecindad de x.

Si K(X) es el campo de fracciones del anillo coordenado K|[X] (ver [17]) vemos que
O, consiste de elementos de la forma f/g con f,g € K[X]|y g(x) # 0.

Si X es irreducible, entonces O, es un subanillo del campo K (X) y consiste de todas
las funciones f € K(X) que son regulares en z.

Esto puede hacerse con cualquier anillo conmutativo A y un ideal primo P,

Ap ={(f/9)lf, g€ A, g ¢ P}

Se dice que Ap es el anillo local del ideal primo P.
Si A es un anillo Noetheriano, entonces todo anillo local Ap es también Noetheriano.

Sea X y Y dos variedades irreducibles algebraicas afines. Se dice que X y Y son
biracionalmente equivalentes si los campos de fracciones de R(X) y R(Y') son iso-
morfos sobre K. Esto es equivalente a la existencia de un isomorfismo biregular de

un subconjunto abierto de Zariski no vacio de X sobre un subconjunto abierto de
Zariski de Y.

En nuestro trabajo usaremos el concepto de subconjunto constructible, el cual se
describe a continuacion.

Sea X un espacio topoldgico de Zariski. Un subconjunto constructible de X es un
subconjunto el cual pertenece a la menor familia F de subconjuntos tales que:

1) Todo subconjunto abierto estd en F

2) Una interseccién finita de elementos de F esta en F

3) El complemento de un elemento de F esta en F.

Un subconjunto de X es localmente cerrado si es la intersecciéon de un subconjunto
abierto con un subconjunto cerrado.

Los siguientes lemas dan propiedades importantes que satisfacen los subconjuntos
constructibles, (ver[13],[17]).

Lema 1. Un subconjunto de X es constructible si y solo si puede ser escrito como
una union finita disjunta de subconjuntos localmente cerrados.
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Lema 2. Sea X un espacio irreducible, un subconjunto constructible de X contiene
un subconjunto abierto no vacio.

Lema 3. Si f: X — Y es una aplicacion continua de espacios de Zariski, entonces
la imagen inversa de cualquier subconjunto constructible de Y es un subconjunto
constructible de X.

EL ESPACIO TANGENTE.- Definimos el espacio tangente a un punto x de una
variedad afin X como la totalidad de lineas pasando a través de x y cruzando X.
Para definir que significa decir que una linea L C A™ pasa a través de la variedad
X C A™ asumimos que un sistema de coordenadas en A" es elegido tal que z =
(0,0,...,0) =0, entonces L = {ta,t € K} donde a es un punto fijo aparte de 0. Para
investigar la interseccién de X con L asumimos que X esta dado por un sistema de
ecuaciones Fy = Fy = F3 =--- = F,,, =0, con Ux = (F1, Fs,..., Fpy).

El conjunto X N L estd entonces determinado por las ecuaciones Fy(ta) = Fy(ta) =
-+« = F,(ta) = 0. Ya que ahora estamos trabajando con polinomios en una variable
t, sus raices comunes son las raices de su maximo comun divisor. Sea

f(t) = m.c.d(Fy(ta), Fs(ta),..., F,(ta))

f(t) = cl(t — a;)b.

Los valores t = a; corresponden a puntos de interseccion de L con X. Observar que los
valores t = «; tienen una multiplicidad [;, la cual naturalmente interpretamos como
multiplicidades de las intersecciones de L con X. En particular, ya que 0 € LN X,
la raiz ¢t = 0 aparece en la descomposicién de arriba.

Definicién 3. La multiplicidad de interseccién en un punto 0 de una linea L y una
variedad X es la multiplicidad de la raiz ¢ = 0 en el polinomio

f(t) = m.c.d.(Fi(ta), Fx(ta),. .., F,(ta)).

Si los polinomios Fj(ta) se anulan identicamente, entonces la multiplicidad de inter-
seccién es tomada como +o00.

El locus de puntos en lineas tocando X en x es llamado el espacio tangente en el
punto x. Este es denotado por ©,, 6 cuando enfatizamos la variedad X en cuestién,
por O, x.

Definicién 4. Los puntos = de una variedad irreducible X para los cuales dim©, =
s = min{dim®,} son llamados puntos simples; los puntos restantes son llamados
singulares.

9



Una variedad es llamada suave si todos sus puntos son simples. Los puntos simples
forman un subconjunto abierto no vacio, y los puntos singulares un subconjunto
propio cerrado de X.

Notese que (ver[10]) la dimensién del espacio tangente en un punto simple es igual a
la dimensién de la variedad.
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0.2 PRELIMINARES SOBRE DIMENSION

El espacio proyectivo (CP"™) de dimensién n es el conjunto de (n+1)-uplas ag, a1, ..., an
de ntimeros complejos, no todos cero, médulo la relaciéon de equivalencia

(ag,a1y...,an) «~ (Aag, Aay, ..., Aay)

AeC-0.

Definicién 5. Un conjunto algebraico cerrado en CP"™ es un subconjunto de la forma

V(fl,fg,...,fN) = {P < CPn|f1(Zo,Zl,...,Zn) = ... = fN(szl,---;Zn) = 0}

donde f1, fa, ..., fn son polinomios homogéneos en Clzg, z1, ..., %] ¥ (20,21, -+, 2n)
son coordenadas homogéneas de P.

Un conjunto V' (I) es una variedad proyectiva si I es un ideal homogéneo primo en
Clzo, z1, .. -, Tn].

La dimension de variedades reducibles es el maximo de las dimensiones de sus com-
ponentes irreducibles.

La dimensién de una variedad X se denota por dimX. Si Y es una subvariedad
cerrada de X, entonces el nimero dimX — dimY es llamada la codimensién de Y en
X y es denotada por codimY 6 codimxY.

Observemos que si X es una variedad irreducible y U es un abierto de Zariski de X
entonces dimU = dimX.

Si X e Y son variedades irreducibles, entonces dim(X x Y) = dimX + dimY.
Variedades algebraicas uno-dimensional y dos-dimensional son llamadas curvas y su-
perficies, respectivamente.

Una variedad cuasiproyectiva es un subconjunto abierto de un conjunto proyectivo
cerrado. La dimension de una variedad cuasiproyectiva X es el grado de trascendencia
del campo de funciones racionales k(X).

Teorema 2 ([17, Cap.I, Teorema 1]). SiY C X, entonces dimY < dimX. Si X
es irreducible, Y es cerrado en X, y dimY = dimX, entonces X =Y.

Si un polinomio F' homogéneo en P™ no se anula sobre una variedad proyectiva X
irreducible, entonces dim{z € X|F(z) = 0} = dimX — 1.

Sobre una variedad proyectiva X existen subvariedades de cualquier dimensién s <
dimX.

La dimensién del conjunto de ceros de r polinomios Fy, Fb, ..., F,. sobre una variedad
n—dimensional no es menor que n — r.

11



Por lo tanto tenemos un fuerte teorema de existencia: Sir < n, entonces r polinomios
tienen un cero en comun sobre una variedad n—dimensional.

Por ejemplo si X = P, n ecuaciones homogeneas en n + 1 indeterminadas tienen
una solucién no cero.

Definicién 6. Una aplicacion f : X — Y de variedades algebraicas es llamada
reqular cuando X yY pueden ser cubiertos con vecindades coordenadas afines U;, V;
tal que para cada punto en X hay una vecindad U; y una vecindad V; de su imagen
tal que f : U; — V; puede ser descrito en terminos de las coordenadas asociadas
afines, por funciones racionales con denominador no nulo.

En particular, uno puede decir cuando dos tales variedades son isomorfas.
Este concepto de “isomorfismo ”concierne a la estructura de variedad en “abstracto”
como variedad algebraica, no sus encajes en el espacio proyectivo.

Al conjunto f~1(y) se le llama la fibra de f en el punto y.

Teorema 3 ([17, Cap.l, Teorema 7]). (K = K). Si f : X — Y es una
aplicacion regular de variedades irreducibles, f(X) =Y, dimX = n, dimY = m,
entonces m < n y

1) dimf~1(y) > n —m para todo punto y €Y.

2) enY existe un conjunto abierto no vacio U tal que dimf~1(y) = n—m paray € U.

Observacién: Una fibra f~1(y) es una subvariedad cerrada. La variedad X est4 es-
tratificada en las fibras disjuntas de puntos distintos y € f(X).

Los conjuntos Y; = {y € Y|dim f~'(y) > I} son cerrados en Y.

Terminamos esta seccién con un resultado que utilizamos en la seccién 2.1.

Teorema 4 ([17, Cap.I, Teorema 8]). Si f : X — Y es una aplicacion regular
de variedades proyectivas. f(X) =Y,y siY y todas las fibras f~*(y) son irreducibles
y de la misma dimension, entonces X es irreducible.
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0.3 PRELIMINARES DE GEOMETRIA ALGEBRAICA REAL

En esta seccién recordamos (ver [1]) resultados particulares cuando k = R.
Sea R el campo real.

Proposicién 1([1, Prop. 2.1.3]). Dado un subconjunto algebraico V de R™, existe
f enRlxy,xa,...,2,] tal que V= Z(f).

Sea V € C™ un conjunto algebraico. Entonces V puede ser considerado como un sub-
conjunto algebraico de R?", separando las partes real e imaginaria en las ecuaciones

de V.
Si V' es un subconjunto algebraico de R™ denotamos por

P(V) =Rz, 22,...,2,]/Z(V)

el anillo de funciones polinomiales sobre V. La dimensiéon de A, denotada por
dimg(A), es la dimension del anillo P(V). (i.e. la longitud méxima de la cadena
de ideales primos de P(A)).

Sea V' C R™ un conjunto algebraico. Entonces

dimg(A) = dim(A”°"")

donde A°"" = 7 (Z(A)) es la cerradura Zariski de A.

Proposicién 2([1, Prop. 3.1.1]). Sea V. C C™ un conjunto algebraico irre-
ducible de dimension compleja d, considerado como un subconjunto algebraico de
R2™. Entonces

1)V es conexo

2) V no esta acotado (excepto si V' es un punto)

3) dimg (V') = 2d en todo punto x de V.

Una aplicaciéon polinomial de V' a un subconjunto W de RP es una aplicacién cuyas
funciones coordenadas son polinomios. Denotamos por P(V, W) el conjunto de apli-
caciones polinomiales de V a W.

Sea U un subconjunto abierto de Zariski de V. Una funcién regular sobre U es el
cociente f = g/h donde g, h estan en P(V) y h~1(0)NU = (). Las funciones regulares
sobre U forman un anillo denotado por R(U). Una aplicacién regular de U en un
subconjunto W de RP es una aplicacion cuyas funciones coordenadas son regulares.
Denotamos por R(U, W) el conjunto de aplicaciones regulares de U a W.
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El anillo R(U) es por lo tanto el anillo de fracciones de P(V) para el conjunto
multiplicativo {h € P(V)|h=1(0) N U = 0}.
Dado un subconjunto A de P(V') (resp.R(U)) denotamos por

Zy(A)={zx € VIVP € A, P(z) =0}

(Zu(A) ={x e U|Vf € A, f(z) = 0})

el conjunto de ceros de A.
Dado un subconjunto X de V' (resp. U) denotar por

Tpan(X) = {P € P(V)|Vz € X, P(z) = 0}

(Zrw)(X) ={f € R(U)[vz € X, f(x) = 0})
el ideal de P(V) (resp. R(U)) de funciones que se anulan en X.

La definicion usual de funciones regulares es de una naturaleza local. Aqui, la na-
turaleza local (en la topologia Zariski) de la nocién de funcién regular es compatible
con la existencia de un denominador global.

Una variedad algebraica real afin (sobre R) es un espacio topoldgico X equipado con
la gavilla Rx de funciones regulares con valores en R.

Sea V' C R™ un conjunto algebraico real y U un subconjunto abierto de Zariski de
V. Entonces (U, Ry |y) es una variedad algebraica real afin.

Sea V C R™ un conjunto algebraico, no necesariamente irreducible, y  un punto en
V. El punto z es no singular en dimension d si existe una componente irreducible
V' de V, con dimg (V') = d, tal que V' es la tinica componente irreducible de V'
conteniendo a x y x es un punto no singular de V.

Sea V un conjunto algebraico de dimensién d. Denotamos por Reg(V') el conjunto
de puntos no singulares en dimensién d de V', y denotamos por Sing(V') el conjunto

V' \ Reg(V).

Proposicién 3 ([1, Prop. 3.3.14]). Si V es un conjunto algebraico, entonces
Sing(V') es un subconjunto algebraico de V' de dimension menor que la dimension de
V. Es mas Reg(V') es un subconjunto abierto de Zariski no vacio de V' de la misma
dimension que V.
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Sea
I = (Pl,PQ,...,Pk) C R[.ﬁﬂl,iﬂg,...,l’k]

un ideal primo de dimensién d. Un punto x € Z(I) se dice que es un cero no singular

de I si rango([gTP;(m)]) = n—d. Si I tiene un cero no singular, entonces I = Z(Z(I))

(ver[1, Prop. 3.3.16]).

Sea V' C R™ un conjunto algebraico de dimension d y W C V un subconjunto
algebraico tal que, para todo x € W, dim(W) =dy W C Reg(W). Entonces V \ W
es un conjunto algebraico, y Sing(V \ W) = Sing(V') excepto cuando W = Reg(V)
([1, Prop. 3.3.17]).

PUNTOS NO SINGULARES.

Sea V' C R™ un conjunto algebraico, Z(V) = (P1, Pa, ..., Px), sea z € V. El espacio
tangente de Zariski de V en z, denotado TZ%" es el subespacio lineal de R™ definido
por

ar n - aP
TZ(V) = Mo {w e R"| > a_:;(z)xi = 0}.
i=1 v

El espacio tangente de Zariski T2%" no depende de la eleccién de los generadores
P, Py, ...,P, de I(V). Si V es irreducible, entonces la dimensién de 729" (V) es
mayor 6 igual que la dimensién de V.

Definicién 7. Sea V' C R" un conjunto algebraico irreducible. Un punto z en V se
dice que es no singular si dim(TZ%") = dim(V).

La nocién de espacio tangente de Zariski esta definida también en un punto singular.
Cuando V' C R" es un conjunto algebraico irreducible y z € V' es un punto singular,
una vecindad de z € V' es una subvariedad C*° de R" y el espacio tangente de V' en
z (en el sentido C'™ ) coincide con el espacio tangente Zariski.

Cuando no hay confusién, escribimos T, (V) en lugar de TZ"(V), si z es un punto

singular de V' € R", hablaremos del espacio tangente en lugar del espacio tangente
de Zariski.
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0.4 PRELIMINARES DE ACCION DE
GRUPOS Y REPRESENTACIONES

GRUPOS ALGEBRAICOS.

En esta seccion veremos algunos conceptos basicos de grupos algebraicos, para mayor
informacién ver [15],[18].

Un grupo algebraico es un grupo GG junto con una estructura de variedad algebraica
sobre G, tal que los morfismos:

GxG—G

(9,9") — 99’
G— G
grg7!
son morfismos de variedades algebraicas. Un homomorfismo de grupos algebraicos es
una aplicacién la cual es simultdneamente un homomorfismo de grupos y un morfismo

de variedades algebraicas.

Si la variedad subyacente a G es afin, entonces G es un grupo algebraico lineal. Sea
G un grupo algebraico lineal, y sea A = k[G](ver pag 8). La estructura de grupo de
G esta definida por homomorfismos de algebras

T A— ARQ A
k

T A— A

donde el elemento identidad denotado por e es un homomorfismo A — k. Sean G 'y
G’ grupos algebraicos. Un morfismo de variedades ¢ : G — G’ es un homomorfismo
de grupos algebraicos si éste es también un homomorfismo de grupo. El morfismo
¢ es un isomorfismo de grupos algebraicos si es un isomorfismo de variedades y de
grupos. Automorfismos son definidos similarmente.

Podemos proveer al conjunto producto G x G’ con la estructura de grupo producto
directo usual, esto hace de G x G’ un grupo algebraico, llamado el producto directode
los grupos algebraicos G y G'.

EJEMPLOS. ,
1. Identifiquemos el espacio M,, de todas las matrices n x n con k" . Si x € M, sea
D(z) su determinante. El grupo general lineal GL,, es el conjunto abierto

{z € M,|D() # 0}
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con la multiplicacién matricial como operacién de grupo.
Tenemos k‘[GLn] = k[Tij,Dil]lgi’jgn, D= det(TzJ)

T = ZTih @ T,
h=1

i*T;; es la (i, j) entrada de la matriz (T;;)~!. La identidad e envia Tj; a d;;. Ya que

M, es una variedad irreducible, GL,, es una variedad irreducible de dimensién n?2.

2. Cualquier subgrupo de GL,, el cual es cerrado en la topologia de Zariski de GL,,,
es un grupo algebraico lineal.

Por ejemplo:

a) Un subgrupo finito

b) D,, el grupo de matrices diagonales no singulares

c) I'y, el grupo de matrices triangulares superiores, definidas por I',, = {x = (z;;) €
GLn|37ij =0,7> Jy Tii = 1}

d) El grupo especial lineal SL,, = {x € GL,|D(x) = 1}

e) El grupo ortogonal O,, = {x € GL,|rz' = Id} donde x' denota la transpuesta de
x

f) El grupo especial ortogonal SO,, = O,, N SL,,.

Proposicion 4. Sea G un grupo algebraico.

i) Hay una unica componente irreducible G° de G conteniendo al elemento identidad
e; ésta es un subgrupo normal cerrado de indice finito.

ii) G° es la componente conexa de e, para la topologia de Zariski.

ii1) Cualquier subgrupo cerrado H de G de indice finito contiene a G°.

Se sigue de ésta proposicién que para un grupo algebraico, las nociones de conexidad
e irreducibilidad coinciden. Es usual hablar de un grupo algebraico conexo, y no de
uno irreducible.

Observe que si G es conexo, cualquier subconjunto abierto distinto del vacio es denso.
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ACCION DE GRUPO Y REPRESENTACIONES.

Una accion de un grupo algebraico GG sobre una variedad X es un morfismo
c:GxX —X
tal que para todo g,¢' € G,y x € X
o(g,0(g',x)) =o(gg’, x)
y
ole,x) =x
donde e denota la identidad de G.
Para un punto x € X, el estabilizador G, de x es el subgrupo cerrado
G ={g € Glgz =z}
de G, y la 6rbita O(x) de z es el subconjunto
O(z) = {gzlg € G}
de X.

Si todas las orbitas son subconjuntos cerrados de X, decimos que la accién de G es
cerrada.

Definicién 8. Un punto x (subconjunto W) de X, se dice que es invariante bajo G
si gr = x (gW = W) para todo g € G. (Para el caso de un subconjunto es suficiente
pedir que gW C W para todo g € G).

Un ejemplo de una accién de un grupo, es el grupo general lineal GL,(C) actuando
por multiplicacién en C™:
GL,(C)xC" —C"

(A,v) — Av.

Dado cualquier homomorfismo de grupos algebraicos G — GL,,(C) obtenemos una
accion de G en C". Tal homomorfismo se denomina una representacion racional de
G, y la accién correspondiente una accion lineal de G en C™.

Definicién 9. Un grupo algebraico lineal G es geométricamente reductivo (6 li-
nealmente reductivo) si para toda accién lineal de G en C" y todo punto invariante
v € C", v # 0 existe un polinomio homogéneo invariante f de grado > 1 (=1) tal
que f(v) # 0.

Un grupo G es reductivo si su radical es isomorfo a un producto directo de copias de
C*. Los grupos GL,(C), SL,(C) y PGL,(C) son todos grupos reductivos. Sobre
los niimeros complejos, son equivalentes los grupos reductivos, los geométricamente

reductivos y los linealmente reductivos.
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Definicién 10. Una representacién de un grupo finito G' sobre un espacio vectorial
complejo de dimension finita V', es un homomorfismo

p:G— GL(V)

de G al grupo de automorfismo de V.

Decimos que tal aplicaciéon da a V la estructura de un G-médulo.

p(g)(v) =gv=g-v

la dimension de V' es a veces llamado el grado de p.

Una representacion de V' es llamada irreducible si no hay subespacios propios no cero,
invariantes de V.

Sea G un grupo actuando sobre una variedad X. Un cociente categorico de X por G
es un par (Y, ®), donde Y es una variedad y ® : X — Y es un morfismo tal que:

i) ® es constante en las 6rbitas de la accién

i1) para cualquier variedad Z y morfismos ¥ : X — Z tal que es constante en
Orbitas, existe un tnico morfismo x : Y — Z tal que y o ® = V.

Si ademéas ®~1(y) consiste de una simple 6rbita para todo y € Y, llamamos a (Y, ®)
el espacio drbita.

Proposicién 5([15, pag 39]). Un cociente calegdrico esta determinado salvo iso-
morfismo.

Proposicién 6 ([15, pag 39]). La pareja (K™, Pol) donde Pol : M,, — K™ esta
dado por el polinomio caracteristico, es un cociente categorico para la accion de GL,,
en M, por conjugacion.

La pareja (K™, Pol) no es un espacio de érbitas, ya que las matrices con el mismo
polinomio caracteristico corresponden al mismo punto en K™. De hecho, cuando
existe el espacio de orbitas para un problema, todas las 6rbitas deben ser cerradas,
y en el caso de K™ y Pol no es asi.

Observacion: La aplicacion Pol se usara en la seccién 2.1.

Si tenemos que O(B) es la érbita de una matriz B bajo conjugacién. Entonces

O(B)NO(B’") # 0 siy sblo si By B’ tienen el mismo polinomio caracteristico.(ver
[14, pag. 40]).

19



CAPITULO I
UN TEOREMA DE A. S. RAPINCHUK ET AL

El presente capitulo es un estudio del Teorema 1 del articulo [16]:

Sea I' un grupo finitamente generado. Para cualquier grupo algebraico G el conjunto
R(T',G) de todas las representaciones (homomorfismos) p : I' — G tiene una es-
tructura natural de variedad algebraica, y junto con esta estructura es llamada la
variedad de representaciones de I' en G .

Por ejemplo, dada S una superficie compacta de género g. El grupo fundamental I
es finitamente generado, con 2g generadores, digamos:

T1,Y1,22,Y2,-..,Lg,Yg

El grupo I'; admite una presentacién estandar:

Ly = (21,91, 2, Yglrryray 'yy ' agygay yy " = Id)

Sea R(I'y,G) el conjunto de todas las representaciones p : I'y — G. En el caso
G = GL,, denotaremos R(I'y,G) por R, (I'y). Una representacién p € R, (I'y) esta
completamtente determinada por sus valores en los generadores x1,y1,...,%q,Yg-
Sean p(z;) = A; y p(y;) = B; con A;,B; € GL, parai=1,...,g.

Entonces R, (T,) estd encajado como un subconjunto de (GL,)?9 formado de 2g-
uplas (A1, B, ..., Ay, By) con la relacién:

A BiAT BT - AgBJ AT B = 1d
(i.e.)
[A1, B1][A2, By - - - [Ag, By| = Id

Como la multiplicacién matricial es una operacién polinomial sobre GL,,, ésta ecuacion
es una ecuacion polinomial en las variables A;, By, ..., Ay, By lo cual hace de R, (T'y)
una variedad algebraica.
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Una descripcién de R, (I'y) para un campo base de caracteristica 0 estd dada por:

Teorema 5 ([16,Teorema 1]). R, (I'y) es una variedad irreducible de dimension

9 .
dimBo(T,) = { (22g 1)n ‘+ 1 si g>1

n“+n st g=1
Para la demostracién se utilizan basicamente dos proposiciones, para las cuales se
define lo siguiente:
Sea g > 1, para z € SL, sea W(z) = {(x,y) € GL,, x GL,|[x,y] = z}, W(z) se
llama la variedad conmutador. Para cualquier campo K, una matriz en SL,, siempre
es un conmutador de dos matrices de GL,(K), es decir para z € SL, (K) siempre
W(z) # 0 ([20)).

Se introducen los siguientes morfismos:
$:GL, xGL, — SL,

donde
(z,y) = [7,y]

Sea P = (GL,)?9"2 y sea ¢ : R, — P la proyeccién sobre las primeras (2g-2)
componentes. Ya que cualquier elemento en SL, es un conmutador, uno puede ver
facilmente que ¢ es suprayectiva. La demostracion de la irreducibilidad de R,, des-
cansa en el hecho que ¢ permanece dominante si se restringue a una componente
arbitraria de R,,. Las proposiciones que se utilizan en la demostracién son las sigu-
ientes:

Proposicién 7 ([16, Proposién 4]). Eziste un conjunto abierto de Zariski U C
SL,, Q- definido, tal que para cualquier extension K/Q y cualquier punto z € Uy
la variedad conmutador W (z) es una variedad irreducible K-racional de dimension
n? + 1.

Proposicién 8 ([16, Proposicién 7]). Para cualquier componente irreducible V- C
R,, tenemos

o»(V)=P.

Supondremos por un momento ambas proposiciones, y veamos cémo éstas implican
la irreducibilidad de R,, :

Sea R, = UZ_,V; la descomposicién en la unién de componentes irreducibles, y sea
d>1. Sea k: P — SL, definida por:

k(21,915 s Tg—1,Yg—1)) = [T1,91] - [Tg—1, Yg—1]-

Sea ® como se definié antes, U C SL,, un conjunto abierto de Zariski tal que la fibra
®~1(2) es irreducible para cualquier z € U C SL,.
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Sea U; =V, \ (U‘/})J;él donde i, =1,...,dy Uy = FL_l(U).

Ya que P es irreducible, la interseccién ¢(Uq) Np(Uz) N{Up} es no vacia. Sea a algin
punto de esta interseccién. Entonces la fibra Z = ¢~ !(a) es isomorfa a la variedad
conmutador W (k(a)) y por lo tanto es irreducible.

Entonces Z C V;, para un adecuado ig € 1,...,d. Pero a = ¢(u1) = ¢(uz) para
algin w; € Uy = Vi \ (UV})jz1 y ug € Uy = Vo \ (UV}), 22 entonces uj,up € Z,
sin embargo cada uno de los u; pertenecen a una sola componente irreducible de R,
implicando V; = V;, = V4 lo cual es una contradiccién, por lo tanto R,, es irreducible.
Para hacer la demostracién respecto a la dimensién de la variedad R,, se hace uso
del siguiente lema:

Lema 4 ([16, Lema 8]).

i) dimV > (2g — 1)n? +1

i1) para cualquier z € SLy, la dimension de cualquier componente irreducible T de la
variedad conmutador W (2) esta entre (n? +1) y (n? +n)

iii) la dimension de la variedad Z = {(x,y) € GL,, x GL,|dim(Z(x)NZ(y)) > 1} es
<2n?—-2(n-1)

Del lema 4 inciso 4), tenemos dimR,, > (2g — 1)n? + 1, por otro lado de ([16, lema
5]) se ve que existen puntos v € R,, tal que dimT,(R,) = (29 — 1)n? + 1 dando la
igualdad dimR,, = (29 — 1)n? + 1.

Para el caso g = 1, I' = (z,y|[x,y] = 1) se tiene que R, (I") coincide con la variedad
C(2,n) de pares de matrices conmutando en GL,,

(i.e.) C(2,n) = {(z1,22) € (GL,)%|z122 = 2271} por lo cual C(2,n) = R,(Z?). La
irreducibilidad de C'(2,n) fue establecida por Motzlin y Taussky.

De hecho esta afirmacién es la Proposicion 3 del articulo [16] y la demostracion se
basa en el hecho de que al tomar:

X ={(z,y) € C(2,n)|lx € U} C C(2,n)

con U C GL,, conjunto de elementos regulares y considerar
X cUxA"
definido por un sistema de ecuaciones lineales
Y01 fij(u)t; = gi(u)

para ¢ = 1,...,m donde ¢; son las coordenadas en A" y f, g funciones regulares. Por
[15, lema 3] se llega a que X es irreducible.
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Cualquier componente C! C C(2,n) intersecta a X. Entonces X N C’ es denso en
(', asi la componente irreducible Cy C C(2,n) conteniendo a X, contiene de hecho,
cualquier otra componente implicando la irreducibilidad de C'(2,n).

Ahora solamente mencionaremos los lemas que sirven para demostrar las Proposi-
ciones 7 y 8 que se utilizaron para la demostracién del Teorema 5 (para mas detalles
ver[16]).

Para la demostracion de la Proposiciéon 8 se realiza lo siguiente: dada a € M,, se con-
sidera f,(\) = det(\E,,—a) el polinomio caracteristico, se denotan por o1(a),...,on(a)
los coeficientes de dicho polinomio y se consideran las variedades:

T ={(y,2) € GL, x SLy,|o;(zy) = 0;(y),i=1,...,n—1}

L=A"""xSL,

con los morfismos:

i) ®:GL, x GL, — SL,, donde (z,y) — [z,y]

ii) ¢ : GLy, X GL,, — T donde (z,y) — (y, [z,y])

@) m: T'— L donde ((yij)1<ij<n, 2) = ((Yi)1<i<n.2<j<n, 2)

y bésicamente se analiza la dim®~!(z) auxiliandose de los morfismos v , m y algunos
conjuntos abiertos adecuados.

Para la demostracién de la Proposicion 9 se realiza el andlisis del diferencial d,®,
para lo cual prueban los siguientes lemas:

Lema 5 (Lema 5,[16]). Sea v = (z1,¥1,...,%4,Yq) € Ry un punto tal que x4 y
yg son elementos requlares y dim(Z(xqy) N Z(yy)) = 1 ((ie)Z(xq4) N Z(y,y) consiste
de matrices escalares unicamente). Entonces v es simple en R, y el map d,¢ :
Ty(Rn) — Ty P es sobre.

Lema 6 (Lema 6,[16]). Six,y € GL,, son matrices regulares tales que Z(x)NZ(y)
consiste de matrices escalares unicamente, entonces 1., es suprayectiva, donde

Tyt My x M, — MO = {X € M,|tr(X) =0}

con 7, (X, Y) = (y 7' Xy — X) + (Y -2~ 'Va).
Observacion: Los morfismos k, ¢ y ® definidos aqui los utilizaremos en la construccién

del conjunto En(f‘g) del capitulo II.
23



CARfTULO 11
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6

Sea G = GL,(C), I'y el grupo fundamental de una superficie compacta de género
g>1y R,(Ty) la variedad de representaciones n—dimensional de I',.

Una matriz se dice regular si satisface que todos sus valores propios son distintos, las
denotaremos por GL,,(C)"9. De [16] se obtiene que el subconjunto:

R={(A1,B,...,Ay_1,B,_1, Ay, By) € Rp(Ty)|A, € GL,(C)"*9}

es no vacio.

Consideremos el subconjunto

Rn(Fg) = {(Ab Bla s 7Ag—1a Bg—lvAgv Bg)} - Rn(rg)
con la propiedad:
a) Los valores propios {A1,...,\,} de la matriz A, son de norma distinta.

En el presente capitulo se demuestra:

Teorema 6. Sea g > 1, entonces f{n(Fg) C R, (I'y) es un subconjunto abierto real de

Zariski distinto del vacio, en el cual dado un elemento (A1, By, ..., Ay, By) € }N%n(I’g),
la matriz A, tiene sus valores propios de norma distinta.

Es decir, la propiedad de que dado un elemento p := (A1, By, ... ,Ag,By) € }N{n(I‘g),
la matriz A, tiene sus valores propio de norma distinta es génerica.

El Capitulo se desarrolla de la siguiente manera:

En la seccién 2.1 se estudia el conjunto N de matrices de GL,(C) que tienen dos
valores propios con la misma norma. En la seccién 2.2 se demuestra el Teorema 6.
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2.1 EL CONJUNTO N DE MATRICES EN Mn,n(C) QUE
TIENEN DOS VALORES PROPIOS CON LA MISMA NORMA

2.1.1 LA APLICACION Pol POLINOMIO CARACTERISTICO.

Supondremos n > 2 y empecemos con los siguientes lemas:

Lema 7. La aplicacion Pol : M, , — C" que le asocia a cada matriz A los n
coeficientes de su polinomio caracteristico, satisface que Pol~'(ay,as,...,a,) es una
variedad algebraica irreducible y

dimcPol™(ay,az, ..., a,) =n* —n.

Demostracion. Por definicién si A € M, ,,
detM — A) = X"+ a X"+ 4 a,

es el polinomio caracteristico de A y Pol(A) = (ay,as,...,ay).

Las fibras Pol~!(ay,as,...,a,) corresponden a matrices que tienen el mismo poli-
nomio caracteristico y por lo tanto también tienen los mismos valores propios.
Existe una hipersuperficie A C C™ llamada discriminante que parametriza polinomios
t" + a1t" ! + .-+ + a, que tienen al menos una rafz doble (ver [8]). Si tenemos dos
matrices Ay B con Pol(A) = Pol(B) ¢ A esto nos dice que sus espacios propios son
de dimensién 1. Asf existe g € GL,,(C) tal que g1 Ag = B. Es decir B esta en la
6rbita de A bajo la accién de GL,,(C) por conjugacién. Por lo tanto, en C" — A la
fibra de Pol es una 6rbita de la acciéon de GL,,(C):

GLn(C) X My n(C) — Myyn(C)
(9,4) — g~ Ag.

La dimensién de la GL,-6rbita O(A) en el caso de que el polinomio caracteristico
tenga raices distintas, se obtiene al considerar la dimension del cociente
GL,(C)/Est(A), donde Est(A) es el estabilizador de A. Una matriz A es regular
si tiene todos sus valores propios distintos. Bajo un cambio de coordenadas esta
sera diagonal y E'st(A) consta de todas las matrices diagonales. Por lo cual ya que
GL,(C) es un grupo irreducible, el cociente GL,,(C)/Est(A) es irreducible y

dimcO(A) = dimPol™*(Pol(A)) = n* — n.

En caso de que A no sea matriz regular, la Teoria de la Forma Normal de Jordan
nos dice que en cada una de las fibras Pol=(ay, as,...,a,) con (ay,as,...,a,) € A
hay una 6rbita especial, que se obtiene del caso de tener sélo un bloque de Jordan
del tamano de la multiplicidad de cada valor propio.
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En este caso podemos considerar

J 0 0
0o Jy 0 ...
A= ) )
0O O Jm
con
a 1 0 0
0 o 1 0
J; = .

: : : |

0O 0 0 ... o4

donde cada J; es una matriz de l; x I; y >_l; = n. Ya que Est(J;) esta formado por
las matrices de la forma:

bii b2 ... Dby
0 b1 bi2

: © T by
0 0 ... bt

entonces dimFEst(J;) = l; y por lo tanto dimFEst(A) = n.

Por lo tanto dimcGL,(C) - A =n? — n, que es la misma dimensién que la que tiene
la orbita de una clase con polinomio caracteristico con raices distintas. Asi esta
orbita es distinguida y la tinica con esta propiedad de tener la misma dimensién que
la fibra genérica. En su cerradura estan las orbitas de las formas normales que se
pueden obtener al descomponer su bloque de Jordan en subbloques de Jordan. Esto
se deduce del hecho que dado un bloque de Jordan méximo de tamano m,

0
0
1
«

existe g € GL,(C) de manera que al conjugar J con ella podemos reemplazar un 1
por un € > 0, es decir que

a 1 0 0
0 a € 0 0
g_ljg: 0 0 o 1 0
A R
0O 0 0 O o

26



de manera que cuando € — 0

a 1 0 0 0
0O a 0 O 0
g_ljg—> 0 0 o 1 0
SR 1
0O 0 0 O «

dividiendo el bloque maximo en dos subloques, en este caso uno de tamano 2 y el
otro de tamano m — 2, la 6rbita de ésta pertenece a la cerradura de la érbita de J.

Para los demas casos se obtienen matrices semejantes, con lo que se garantiza que las
orbitas de los subbloques de Jordan de un bloque méaximo estaran en su cerradura.
Por lo cual obtenemos que

dimcPol ™Y (ay,az,...,a,) =n* —n

para todo (ay,as,...,a,) € C". B

2.1.2 EL SUBCONJUNTO DE C" CON DOS COORDENADAS CON LA
MISMA NORMA.

En el proximo lema se usara la siguiente nocién de dimension:

Definicién 11. Una variedad algebraica real A C R?" es de dimensién [ si el con-
junto de puntos lisos (en el sentido del Célculo avanzado) en A es denso y para cada
punto liso la dimensién real de una vecindad considerada como variedad diferenciable

es [ ([21]).

El subconjunto V' C C™ es un conjunto algebraico real, si como subconjunto alge-
braico de R?” = C", puede ser definido por los ceros de un conjunto de polinomios
en las variables reales e imaginarias de C™.

Si V C C™ es una variedad algebraica compleja, entonces V' C R?" es una variedad
algebraica real al tomar las partes real e imaginaria en las ecuaciones de V' ([1]).

Lema 8. Sin > 1, la aplicacion algebraica real f: C™ — R definida por

2 2
O Az ) = T (I = [Dl)

satisface que dime_l(O) =2n— 1.
27



Demostracion. Paral=1,...,.n—1y k=10+1,...,n definimos fj; : C" — R como
fie O, Azs e M) = [P = Il? = (2 +97) — (23 + i)

donde \j = z; +1y; ¥ fir es un polinomio real homogéneo de grado 2.
Si consideramos el conjunto de ceros de f;i obtenemos una variedad algebraica real

Vig = Z(fu) = {(21,22,...,2a) € C"|(2] + y7) — (% + yi) = 0}

que podemos considerar de la siguiente forma:

Yip~Vx cr—2
conV=2Z(f)cC?y f=ual+y?— i —yi.
A la variedad V' la podemos parametrizar de la siguiente manera:
V = {(rCosh,rSend, rCosa,rSena) € R* : r = ||z]|}.
Ya que el gradiente de f es Vf = (2, 2y;, —2x1, —2yi) se tiene que

Vf(rCosh,rSend,rCosa,rSena) = (2rCosb,2rSenf, —2rCosa, —2rSen)
= 2r(Cosb, Send, —Cosa, —Sena).

Por lo tanto si r # 0 tenemos que V f(rCosf,rSenf, rCosa,rSena) # 0. Asi por el
Teorema de la Funcién Implicita ([21]) V' —{(0,0,0,0)} consta de puntos lisos y tiene
dimensién real 3.

Obtenemos asi por la definicién 1 que dimgV = 3, luego (V — {(0,0,0,0)}) x C*~2
consta de puntos lisos y

dimg((V —{(0,0,0,0)}) x C"?) =3+ (2n —4) = 2n — 1.

Por lo tanto
dimRYLk =2n — 1.

Observemos que Sing(Y; ) = {(0,0)} x C"2 dado que este conjunto estd definido
donde las derivadas parciales de f son O(por el Teorema de la Funcién Implicita).

Asi cada Y], es una variedad algebraica real irreducible de dimensién real 2n — 1.
Debido a que si {l, k} # {i,j}, Y1, NY; ; se intersectan en una variedad de dimensién
menor o igual que 2n — 2 tendremos que

YirUYi; — (Ve NY; ;) USing(Yyx) U Sing(Y;,;))
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son puntos lisos densos en Y, , UY; ; v

dimr(Y, VY, — (Y, NY5 ;) USing(Yr ) U Sing(Yi;))) =2n — 1.

De donde al considerar

JY; . — U YienY, ) —(USq Y,
I Yik ((Lk)#i’j)( 1N Yij)) ((l’k) ing(Yix))

también tendra dimension real 2n — 1, dado que en sus puntos lisos la dimension de
Y es2n—1.

Como

Z(f) = HCYl,k = Hﬂz(fm) = Z(lgkflk)

tenemos entonces que Z(f) es una variedad algebraica real de dimensién real 2n — 1.
Ya que f~1(0) = Z(f) entonces dimgf~1(0)=2n—1. A

2.1.3 LA FUNCION DEFINIDA POR LOS POLINOMIOS SIMETRICOS
ELEMENTALES.

Sean ty,ts,...,t, elementos independientes en C. Sea x una variable sobre Clt1, ta, ..., t,].
Formamos el polinomio

F(I) = (:I: - tl)(x — t2) s (I‘ — tn) =" — slxn_l + .+ (_1)n8n

donde cada s; = s;(t1,t2,. .., t,) es un polinomio homogéneo de grado i en ty,to, ..., t,
variables. Por ejemplo sy =t +to + -+ t, v 8, = t1ty---t,. Los polinomios s;
son llamados los polinomios simétricos elementales de t1,to,...,1,.

El grupo simétrico S,, en n-letras actua en Clty, ta,. .., t,] al permutar (¢, ...,t,). Es

decir f(t1,...,tn) = f(to1),---,te(n)) con o € S,. El Teorema Fundamental de los
polinomios simétricos (ver [11]) nos dice que su campo invariante C[ty,ta, ..., t,]"
es el campo generado por los polinomios simétricos elementales:

Clty, ta, ... ,tn]s" = C[s1,52,...,8n]
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Sea B
A\ = {()\1,)\2, .. ,)\n) c Cn‘l;[<)\z — )‘J) = O} C Cn,
i<j

coni=1,...,n—1, la C-hipersuperficie formada por las diagonales.

Afirmacién 1. 7 : C" — C"/S,, es cubriente no ramificado en C" — A.

Demostracion. Denotaremos por Og, (A1, Aa,...,\,) a la érbita de (A1, Aa,..., An)
bajo la accién de S,,.

Sea A € C" — A y Uy, una vecindad analitica pequena de A tal que Uy C (&)C, asi
que

(*) oUxNUy =10

para todo o € S,, distinto de la identidad.
De hecho Og, (Uy) es la unién de imagenes disjuntas y 7(Og, (Uy)) ~ U,.
Sea y = m(A), entonces V = 7(U) es una vecindad de y, por (*) tenemos que

7 (V) = UoU,

y
o1UxNoUy =0

para oy # 02, entonces m : cUy — V,, es un homeomorfismo, asi 7 : C" — A —
C™/S,, es un cubriente no ramificado, por lo tanto obtenemos nuestra afirmacién. B

Lema 9. Sea ¥ : C" — C™ definida por

()\17“-;)\71) — (81()\1,...,)\n),...,sn()\l,...,)\n))

Si V = f~10) con f la aplicacién real del Lema 8, entonces

dimgp¥ (V) =2n — 1.

Demostracion. Notemos que W(A1, Aa, ..., An) = W(u1, p2, - - -, i) siy sélo si

(A, A2,y An) Y (p1, p2, - - -, i) estan en la misma drbita bajo la accién de S,, en

C™. Por lo que ¥ es constante en las orbitas de la accion de S,,. Como s1, s2, ..., S,

son generadores del anillo de polinomios S,-invariantes y al ser 7 : C* — C"/S,

un cociente categorico (ver[15]) tenemos que ¥ se factoriza a través de m, por lo cual
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existe un morfismo W tal que Vor=1U.

(1) Cn L Cn

Nl

C"/S,

Como VU de hecho es un isomorfismo algebraico sobre C, preserva la dimensién de las
subvariedades algebraicas reales.
Asi al considerar A € C™ y U, una vecindad abierta de \, tenemos que

dimp U (r(Uy)) = dimg ¥ (Uy).

1) Sea A € C™ — A, por la afirmacién 1, 7 preserva la dimensién de Uy y por lo tanto

(**) dimp®(Uy NV) = dimgm(Ux N V).

Si A € V, entonces al menos para un [ £k, || A |=|| Ae ||.

Sea \; = 7€' y A, = re’?, tenemos las siguientes posibilidades:
a) o 3

b) a =0

Como por hipétesis A € C" — A, entonces todos los \; son diferentes, por lo tanto la
condicién b) no puede darse.
Si se satisface a) el vector A tiene al menos dos coordenadas con la misma norma

pero A ¢ Ay por el argumento (x#) tenemos que V N Uy tiene dimensioén real 2n — 1
para todo A € [V — (VN A)].

2) Si A € A, ya que A C V de hecho, Z:Uﬁ; con% = Z(E) donde
fi:Cr—C Y S e

es un polinomio complejo homogéneo de grado uno. Asi cada Y;; es una componente
irreducible de A.

Ahora dado A € Z, tomamos una vecindad analitica pequena Uy de €l; dicha vecindad

intersecta a alguna componente Y;;, mas atin intersecta a alguna componente Y;;

de ‘7, por lo cual usando el hecho de que en cada Y;; tenemos puntos lisos cuyas
vecindades tienen dimensién real 2n — 1, obtenemos por definicién 1.

dimR\I/(U)\) =2n—1. N

31



2.1.4 LA DIMENSION DEL CONJUNTO N.

Sea N el conjunto definido por
N ={A e M, ,(C)|A tiene al menos dos valores propios con ||\;|| = || Ax]| j # k}
Consideremos el diagrama:

Pol

(2) Mn,n — A

cr Lo LR

con Pol, ¥y flas aplicaciones definidas anteriormente.

Tenfmos que
1) f71(0) = Z(f) representa las n-tiplas (21,...,2,) € C" tales que la norma de una
de las coordenadas se repite.

2) U(f~1(0)) nos da los coeficientes de todos los polinomios tales que al menos dos
raices de ¢l tienen la misma norma.

3) Pol=Y(U(f~1(0))) determina las matrices para las cuales existen dos valores pro-
pios con la misma norma.

Por lo tanto _
N = (Pol™ ' o Wo f71)(0)

Proposicién 9. dimgrN = 2n? — 1.

Demostracién. Por el lema 8, f~1(0) es analitico real y

dimgp f~(0) = 2n — 1.

Por lema 9, tenemos que ¥(f~1(0)) tiene

dimr¥(f1(0)) = 2n — 1.

Como en cada punto de ¥(f~1(0)) la fibra de Pol es irreducible y tiene dimensién
real 2n? — 2n, entonces dimgN = (2n? —2n) + (2n —1) =2n%> - 1. A
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2.1.5 EXISTENCIA DEL SUBCONJUNTO W ABIERTO REAL DE ZARISKI
EN SL,(C) CON LA PROPIEDAD DE REGULARIDAD.

Consideremos el morfismo:
(3) ¢:GL,(C) x GL,(C) — SL,(C)

donde
(A,B)— [A,B] = ABA™'B™%.

Sea
V=(NNGL,(C)) x GL,(C)

donde N es el conjunto definido anteriormente.

Proposicion 10. FEuziste W SL,(C) abierto real de Zariski no vacio, tal que para

toda C' € W,
>1(C) ¢ V.

Observemos que el conjunto W nos determina las matrices en SL,(C), tales que en
su fibra @~1(C) = {(A, B) € GL,(C)?|[A, B] = C} hay parejas (A,B) con A matriz
regular y sus valores propios de norma distinta, por ello diremos que el conjunto
W tiene la propiedad de regularidad. De hecho en [20] se demuestra que cualquier
componente irreducible de ®~1(C') contiene un elemento (A, B) tal que A es matriz
regular, pero nosotros ademads anexamos la condicion de que tenga sus valores propios
de norma distinta.

Para la demostracion de la proposicion 10, utilizaremos los siguientes lemas.

Lema 10. Sean X e Y dos variedades algebraicas irreducibles y ® : X — Y una
aplicacion regular dominante. Si Xy es el conjunto de puntos donde ® es suave y
Z = Sing® = X — Xo. Entonces ®(Z) L Y.

Demostracion. Supongamos que ¢(Z) =Y, entonces Z tiene una componente Z; tal
que ®|z, : Z; — Y es una aplicacién regular dominante.

Por lema de Sard para variedades([13, pag 41]) hay puntos suaves z en el conjunto
abierto de Zariski Z N Z; de Z; tal que ® es suave en z.

Entonces d®|. z, : T.Z1 — T ()Y es sobre, de aqui que d® también envia al espacio
vectorial T, X sobre Tg(,)Y .

Ya que z y ®(z) son suaves, tenemos que ® es suave en z, luego z ¢ Z, obteniendo
una contradiccion, por lo tanto

“Zj¢v. m
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Lema 11. Sea g : GL,(C) x GL,(C) — R una aplicacion analitica real, entonces
el subconjunto A C SLy,(C) formado por los puntos C' tal que

glo-1cy =0

es una variedad analitica real de SL,(C).

Demostracion. Consideraremos coordenadas complejo analiticas wy,ws,...,ws,2 €n
GL,(C) x GL,(C) y coordenadas complejo analiticas t1,ta,...,t,2_1 en SL,(C).
Dada la matriz C € SL,(C), sean Wy, Ws, ..., W,, las componentes irreducibles
de ®1(C) y (A;,B;) € W; los elementos tales que A; es matriz regular, para
j=1,...,m (ver [16]).

Como d®| A,,B;) tiene rango maximo n? —1, entonces por el teorema “de planchado”
([21]) existen abiertos U; y V; de C2"* y GL,(C) x GL,(C) respectivamente, con
(Aj,Bj) € V; y funciones h; : U; — V; analiticas reales, con inversas h;l V; —
U; analiticas reales tal que

D (hj(wr,wa,...,wap2)) = (Wp2ya, ..., wap2).
para cada j.
Es decir o ' . . '
hj(w{,w% “e ,wfﬁ_’_l,tjl,tgﬂ goee ’tZLQ—l) = (Aj,Bj).
tal que (t{,té, e ,tiz_l) corresponden a C € U.

Ya que g es una aplicacién analitica real, tomamos su expansion en serie de Taylor
en la vecindad Uy, digamos

g= Za[j(tla s 7tn2—1>(w _WO)I
w = (w1,wa,...,wy241) por lo cual
9gla,,B;) =0 <= g = Xay, (t{,té,...,tihl)(@ —w)f=0

como ¢ es una aplicaciéon no identicamente cero, existen sumandos distintos de cero
cuya suma también es distinta de cero, asi

Sar, (3,6, ...t )@ —wo) =0 <= ar,(t],t,...,t},_) =0

n2—1 n2—1

para todo I;.
Obtenemos entonces una coleccién de ecuaciones {ay, (t)}7-,, y formamos el ideal

7= ({ar,(®O)} {a, (D)}, .. {ar, (1)})
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dicho ideal es finitamente generado, digamos por Ji,Js,...,J. y consideramos su
conjunto de ceros
Z(U?:y]l) = ﬂlZ(Jl) = Z(I)

Sea A= Z(Z) C SL,(C), entonces
g|q>71(c) =0« Cec A

A es la variedad analitica real que buscamos, por lo cual queda probado el lema. B

Demostracion de la proposicion 10. Sean X = GL,(C) x GL,(C)eY = SL,(C) y
® : X — Y la aplicacién definida en (3), usando el lema 10, si U es el conjunto
SL,(C) — ®(Z) entonces U es un conjunto abierto de Zariski distinto del vacio en
SL,(C). Observemos que Id ¢ U, ya que Id es un punto en SL, (C) cuya fibra no
tiene la dimensién esperada n? + 1, pues

dimc® ' (Id) = (n* +n?) —(n—1)=2n> —n + 1.

Consideremos la aplicacién.
v:.C"—C"

definida como
()\1,)\2,. . .,)\n) [ad (81()\1, e ,)\n),. . .,Sn()\l, .. 7)\71))

Del Lema 9 y la Afirmacién 1, tenemos que ¥ es cubriente (no ramificado) en C"™ — A

donde A = {()\1, )\2, ceey )\n) € (Cn’HZ<J()\Z — )\J) = O}izl’“_m,l,
Si W = ¥(A) entonces ¥’ : C* — A — C™ — W tiene inversos locales holomorfos.

Sea M' = {A € M, ,,(C)|A tiene valores propios repetidos }, tomando en cuenta el
diagrama:
H:My, - M e -w oA Br

definimos H : M,, ,, — M’ — R como
H = fo ¥~ o Pol.

La aplicacion H es analitica real no identicamente cero y multivaluada por las dis-
tintas ramas de W/~! ya que, U/=1(zy,...,2,) tiene n! posibles valores. Sin embargo
salvo permutacion de las posiciones, dicho valor es (A1, Aa,...,A,) ¥y como frealiza
el producto de la diferencia de las normas al cuadrado de los \;, tenemos que H(A)
no depende del valor elegido.
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Ahora sea

g:[(GL,(C) — M') x GL,(C)] — ®-1(U) — R

con

9(A, B) = H(A).

La aplicacién g es analitica real, la cual no es identicamente cero.

Considerar el diagrama:

(4)  [(GLn(C) — M’) x GLn(C)] — &=1(T) — R

lq)

U

Aplicando el lema 11 a la funcién analitica real g, obtenemos que toda la fibra ®~1(C)
estd en V si y solo si
g|<I>—1(C) =0« Ced

pues gle-1(cy = 0 implica que
g‘q;.fl(c) = (I)_l(C) — R

(A,B) — H(A)

es identicamente cero, es decir H(A) = 0 lo cual indica por la definiciéon de H que
la matriz A esta en el conjunto NV de la proposiciéon 9 y por consecuencia la pareja
(A,B) estaen V = (NNGL,(C)) x GL,(C).

Si W := U — A entonces W es un subconjunto abierto real de Zariski, ya que es un
abierto menos un subconjunto cerrado parametrizado por ecuaciones reales.

Para todo C € W tenemos que ®~1(O) ¢ V, por lo tanto W es el subconjunto
abierto real de Zariski con la propiedad de regularidad buscado. [ |

Observacion: El subconjunto abierto real de Zariski W, serd utilizado en la de-
mostracion del Teorema 6. Es importante pues nos determina las matrices C cuyas
fibras tienen elementos (A, B) donde la matriz A satisface la condicién de ser regular
con todos sus valores propios de norma distinta.
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2.2 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6

En esta seccion demostramos que la variedad de representaciones n—dimensional
R, (I'y) definida en el Cap. I, la podemos obtener como un producto fibrado.

Sean G = (GL,)*"2, ¢ : R,(I'y) — G la proyeccién sobre las primeras (2g-2)
componentes y k : G — SL,,(C) la aplicacién definida como:

(Al, Bl, e 7Ag—17 Bg—l) [d ([Al, Bl][AQ, BQ] e [Ag—la Bg_l])_l.
Al ser ® suprayectiva ([20]), @71 (C) # () para cualquier C' € SL,,(C), ademas ®~1(C)

tiene en cada componente irreducible un elemento (A, B) con A una matriz regular
(ver [16, Prop. 1]). Esto es el conjunto

R={(Ay,By,...,A,,B,) € R,(T,)|A, € GL,(C)"*9}

es no vacio.

Consideremos el diagrama:

(5) GL,(C) x GL,(C)
l‘b
G > SL,(C)

Lema 12. La variedad R, (I'y) es isomorfa al producto fibrado G X g1, (c) GL,(C)2.

Demostracion. Utilizando la definicién de k y ® tenemos que al producto fibrado lo
podemos escribir como

G XSLn((C) GLn(C>2 = {((Al,Bl, A 7Ag—17Bg—1)7 (A,B)) e G x GLn(C)2|
([AlaBl] T [Ag—l’ Bg—l])_l = [A7B]}

Al multiplicar ([A1, B1]---[Ag—1,By-1])"" = [A,B] por [A1,B1]---[A4-1, By-1],

obtenemos

G XSLn((C) GLn<C>2 = {((Al,Bl, A 7Ag—1yBg—1)7 (A,B)) e G X GLn(C>2|

Id = [AlvBl] T [Ag—l’Bg—l][A’ B]}
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esto es, los elementos de G x g, (c) GL,(C)? satisfacen la relacién dada en R, (I'y) e
inversamente los elementos de R, (T'y) satisfacen la relaciéon de G Xgr,, (c) GLy(C)?
por lo tanto G x g, () GLn(C)? ~ R, (T). [ |

Consideremos ahora el siguiente diagrama:

(6) R GL,(C) x GL,(C)
L¢> Y lcp
G ~— SL,(C)

donde R es el conjunto definido antes y v = K o ¢.

Sean W el subconjunto abierto real de Zariski de SL,,(C) definido en la Proposicién
10. Ya que y(R) es un subconjunto constructible denso, contiene un subconjunto
abierto de Zariski en SL,,(C)(ver[13]), el cual denotaremos por Wy. Definamos

W =W nWw,.

Por lo cual W’ es un abierto real de Zariski no vacio contenido en y(R). El abierto
W’ satisface que para toda C, @~ 1(C) € V, con V el conjunto definido en la pag 37.

Consideremos entonces ®~*(W') € GL,(C) x GL,(C) y sea
Q=o W)\ [@ Y (W)NV].

Por construccién ®(2) = W’ por lo tanto Q # (.
Ahora hagamos el siguiente producto fibrado sobre W':

(7) KYW') xy Q 0
lﬁ l@
B (W) —— W

Por la definicion de producto fibrado:

kW) xwr Q = {((A1,...,By_1),(Ay, By)) € k™ H(W') x Q]

)
K(AL,..., By_1) = ®(Ag, By)}
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Usando la definicién de k y ® obtenemos al igual que en la demostracion del lema
12, que los elementos de k=1 (W') xy  satisfacen la relacién que define a R, ('),
por lo tanto k™ (W') xy © es un subconjunto de R, (T'y).

Sea
Rn(l“g) = Iiil(W/) Xwr

Entonces En(Fg) — R, (Ty), de hecho ya que tanto © como x~*(W’) son conjun-

tos analiticos reales, tenemos que En(Fg) es un abierto real de Zariski en R, (I'y).
Concluimos entonces:

Teorema 6. Sea g > 1, entonces En(f‘g) C R, (I'y) es un subconjunto abierto real de

Zariski distinto del vacio, en el cual dado un elemento (A1, By, ..., Ay, By) € én(Fg),
la matriz A, tiene sus valores propios de norma distinta.
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pAPiTULo 11
DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS 7Y 8

3.1 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7

Ahora deseamos garantizar que en un subconjunto abierto real de Zariski de En (Ty)
se satisface la propiedad:

Dada (A1, By,..., Ay, By) € R, (I'y), la matriz B, no tiene vectores propios en comuin
con la matriz A4, ni esta permutando vectores propios de A, entre si.

Sea X = GL,(C) x GL,(C). En X x CP"! formamos los siguientes subconjuntos

71 ={(A,B,v)|[AvAv=0 y BuvAv=0}C X x CP"!
Zy = {(A,B,v)|[AvAv=0 y B> Av=0}C X xCpP"!
Zs = {(A,B,v)|AvAv=0 y B%Av=0}C X xCP"!

Zn ={(A,B,v)|[AvAv=0 y B"wAv=0}CXxCP" .

Consideremos el siguiente cerrado Z = U7_;Z; C X X cprt

Si P, : X x CP"~! — X es la proyeccién al primer factor entonces

Pi(Z) = {(A,B) € GL,(C)?|A y BY tienen un vector propio en comiin, para j =
1,...,n}

es un subconjunto cerrado de Zariski de GL,,(C)? (ver [9, Teorema 3.12]).

Denotemos por U el abierto Py (Z)¢ C GLn(C)x GL,(C). Por la definicién de R, (Ty)
tenemos el siguiente diagrama

Rn(Fg) = l‘iil(W/) Xw Q Q

l .

k~LW) w’

Ya que © es un subconjunto abierto real de Zariski de GL,,(C) x GL,,(C), tenemos que

Z/{() ZZUQQ

es un subconjunto abierto real de Zariski no vacio de GL,,(C)?.
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Por ser ® un morfismo dominante, ®(Uy) es un subconjunto constructible real y por
lo tanto contiene un subconjunto abierto real de Zariski W de su cerradura, tal que
satisface la condicion de la proposicion 10.

Consideremos el diagrama:

(8) 94

l‘b

/ﬁfl(W”) Al w"
donde ' := &~ }(W"”) N Q y tomemos el producto fibrado k=1 (W) xyn V.

Por la definicién de producto fibrado:

kW) xwr  ={((A1,...,By_1),(Ay, By)) € 61 W) x |
H(Al, e 7Bg—1) = (I)(Ag, Bg)}

usando la definicion de k y ® obtenemos al igual que en la demostracion del Teorema
6 que los elementos de k™1 (W") xy Q' satisfacen la relacién que define a R, (T,),
ademas en éste subconjunto se tiene que dado un elemento p := (Ay, B1,..., Ay, By)
la matriz A, tiene sus valores propios con norma distinta y la matriz B, no tiene
vectores propios en comun con A, ni permuta vectores propios entre si, ya que por
construccién la pareja (A,, By) pertenece a ' que determina estas propiedades. Asi
estamos garantizando que las condiciones a) y b) que mencionamos en la introduccién
se cumplen en dicho subconjunto.

Definamos B
Rn(Fg) = H_I(W”) Xw Q/

por construccién al ser k=1 (W”) y € subconjuntos abiertos reales, R, (I’ g) €s sub-

conjunto abierto real de Zariski no vacio de ﬁn(Fg).

Con todo lo anterior hemos demostrado:

Teorema 7. én(f‘g) C R, (T'y) es un subconjunto abierto real de Zariski distinto del

vacio, en el cual dado un elemento p := (A1, B1,..., Ay, By) € ﬁn(Fg), la matriz
Agy tiene sus valores propios con norma distinta y la matriz By no permuta algin
subconjunto de vectores propios de la matriz Ag.
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3.2 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 8

Sea 1 una medida de probabilidad sobre los conjuntos Borelianos de CP"~1, entonces
I CP”_l — R satisface:
1) p(0) =
2)u(A) > O para todo conjunto A ¢ CP"~1
3) p(CP 1) =1
4) Si Ay, A, As,--- C CP"! y son mutuamente exclusivos (4; N A; = 0 para i # j)

entonces
H(UT A Z u(A

Sea T : CP* ! — CP" ! una tranformacién lineal invertible. Decimos que T
preserva it 6 que u es T-invariante si para todo Boreliano C' C CP"~!, tenemos que
u(C) = (T71C).

Sea T un subconjunto de transformaciones lineales invertibles, decimos que una me-
dida p es Y—invariante, si es invariante por todo elemento de Y y de hecho es
invariante por cualquier elemento del grupo generado por los elementos de 1.

Teorema 8. Para cualquier p := (A1, B1,...,A,4,B,) € En(l“g) no hay medidas de
probabilidad en CP™1 invariantes por (A1, By,..., Ay, By).

Demostracion. Sea p = (A1, B1,...,A4,By) € En(Fg), entonces la matriz A, es
regular y tiene sus valores propios de norma distinta, realizemos el cambio de coor-

denadas que envia a los vectores candnicos eq, es, ..., e, de C" a los vectores propios
V1,V2,...,0,. En estas coordenadas la matriz A, toma la expresion

A0 0 0

0 X O 0

Ag — 0 0 )\3 0

0O 0 0 ... A\,
con || A1 [|>]| A2 |[> -+ >|| An || Sea v = (v1,v2,...,v,) € C" y k un entero entre 1
yntalque vy =vg =+ =wvp_1 =0y v #0.

42



El iterado de v por A7" es

0

0
AZ%U == )\szk
Aoy,

tenemos que la linea generada por Aj'v se estd aproximando al espacio propio de Cey,
de \; dado que la componente k—ésima crece como A*v, que tiene mayor orden de
crecimiento que los otros. Es decir que conforme vamos realizando las iteraciones de
Agv, el vector es atraido al espacio propio de Ay.

Sea
A, ={p€ (CP"*1| lim A?(p) = [ex] € CP”fl}

n—oo

Ap=0x0x---xC*xCr*

n—1 weces

la variedad atraida por el punto [eg].

CP*" 1 =A UM L UA,

Sea p una medida invariante bajo (A1, Bi,..., Ay, By) v sea u(Ay) > 0.
Sea [ex] € CP" !, tomando coordenadas homogeneas (0: 0 : -+ : 1 : Tpyq @ Tppo
-1 x,) alrededor del punto tenemos la expresién

AFO0:0: T rapqr i @21 @n) = (000 AT D N @pgr 2 AT
" Ab+1\m Ak42 \m An\m
Ay ([lex]) = (02201 ( N )" Tt ( " ) xkzgz---:(A—k) Tn).

St op(Ap — {0 :0: -+ : 1 : xy1 : Tpao : -+ : x,}) fuese positivo, entonces

pu(Ar N reg) > 0 donde reg es una regién fundamental en la acciéon de A, en
{(0,...,0)} x C"—*,

Los {A}'(reg)} son una infinidad de conjuntos con la misma medida positiva y dis-
juntos, contradiciendo el hecho que la medida es finita. Por consiguiente

A —{(0:0:--:1:xpy1:Xpqo:---:xy}) =0
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que quiere decir que p es una medida atomica soportada en los vectores propios de
Ag. De esto se deduce que las inicas medidas invariantes por A, son de la forma:

(*) p=y mid,

con ) mj; = 1y J[, la delta de Dirac con soporte en [e;] donde [e;] denota el espacio
propio en CP™"~! del valor propio \; de la matriz A,

Supongamos que existe alguna medida p invariante por la representacion

p:=(A1,Bi,..., Ay, By) € Ry (L)

dicha medida en particular debe ser A4-invariante y por lo visto anteriormente serd
de la forma p1 = ) m;d[ ).

Ahora
(%) By = mydiz,e,)
Si p fuese By—invariante, tomamos j € {1,...,m} tal que m; # 0. Entonces By(e;)

tendria que aparecer en (xx) y tendriamos Bg(e;) = e y my = m,. Iterando esto
obtendriamos un subconjunto de los valores propios de A, invariantes bajo B, que
es una contradiccion.

Por lo tanto no hay medidas de probabilidad en CP™ ! invariantes por la repre-
sentacién p = (A1, B1,...,Ay,By) € R,(I'y). A
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CAPITULO IV
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 9

4.1 ECUACIONES Y FOLIACIONES RICCATI

Iniciaremos esta seccién recordando algunos conceptos basicos de foliaciones y luego
describiremos las ecuaciones de Riccati, para mayor informacién ver [4], [12].

Definicién 12. Si M es una variedad de dimension m y clase C". Una foliacion
de clase C", 0 < r < k y de dimension p (o codimension ¢ =m — p) es una descom-
posicion de M en subconjuntos conexos disjuntos Lo }aca, llamados las hojas de la
foliacion, tal que cada punto de M tiene una vecindad U y un sistema de coordenadas
C" (z,y) : U — RP x R? tal que para cada hoja L, las componentes de U N L, son
descritas por las ecuaciones

y1 =Ch
y2 = Oy
Yq = Cy

con C; constantes.

La foliacién se denota por F = {L,}acAa.

Sea m : E — B la proyeccién de un haz fibrado con fibra F'. Decimos que una
foliacién F de FE es transversa a las fibras de E cuando satisface las siguientes
propiedades:

1) Para todo p € E la hoja £,, de F la cual pasa a través de p es transversa a la fibra
Frp) y dimF + dimF = dimFE

2) Para toda hoja £ de F, 7|z : L — B es un morfismo cubriente.

Se sigue de esto que para todo p € E tenemos

TPE = Tp(cp) + TP(FTr(p))‘

Cuando la fibra F' es compacta, la condicién 1) implica la condicién 2).
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Otro hecho importante es que cuando F es una foliacién C” (r > 1) transversa a las
fibras de F, hay una representacién

¢ :T(B,b) — Diff"(F) ~ Dif f (T~ (b))

del grupo fundamental I'(B,b) en el grupo de difeomorfismos C” de F' llamada la
holonomia de F.

La nociéon de holonomia de una hoja de la foliaciéon es esencialemnte de carécter
local. Esta definida por un grupo de germenes de difeomorfismos de una seccion
transversa a la hoja con un punto fijo. En ciertas circunstancias (cuando la foliacién
es transversa), sin embargo, es posible asociar a la foliacién un grupo de difeomorfis-
mos de una seccién transversa global, conteniendo en cierto sentido la holonomia de
cada hoja.

Asi en el caso de foliaciones cuyas hojas intersectan transversalmente todas las fibras
de un haz fibrado E, tenemos que quedan caracterizadas por su holonomia (ver [12]),
dada por una representaciéon ¢ : I'(B) — Dif f(F) del grupo fundamental de la
base de E al grupo de difeomorfismos de la fibra F' de E. De esta manera propiedades
de ¢ se trasladan a propiedades de la foliacién.

Decimos que dos representaciones ¢ : I'(S, zg) — Dif f"(F) y

¢ T'(S,20) — Diff"(F') son C®*—conjugadas si hay un C®-difeomorfismos (si
s > 0) 6 homeomorfismo (si s = 0) h : FF — F’ tal que para todo [a] € T'(S, 20)
tenemos ¢([a]) = h™! o ¢/([a]) o h.

Sean ¢ y ¢ representaciones C'°*—conjugadas. Existe un difeomorfismo H : Ey —
E4 (homeomorfismo si s=0) tal que

a) 7' o H = m y consecuentemente H envia fibras de Ey a fibras de Ey

b) H envia hojas de la foliacién F, a hojas de la foliacién Fy (ver [4, pag. 98]).
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ECUACIONES RICCATI. Las ecuaciones Riccati son proyectivisaciones de ecua-
ciones diferenciales ordinarias lineales sobre una superfice de Riemann hiperbolica
S (i.e. compacta menos un numero finito de puntos y con cubriente universal el
semiplano superior).

La clasica ecuacion diferencial ordinaria es

dw
9) — =A(z)w, z€C, weC"
dz
donde A(z) es una matriz de funciones racionales.
La propiedad fundamental de esta ecuacién es que localmente en z podemos encontrar
una base de soluciones independientes de (9) las cuales aceptan continuacién analitica

al espacio cubriente universal de S := C—polos de A, como funciones holomorfas
vectorialmente valuadas w satisfaciendo la relaciéon de monodromia:

w(Ty(2)) = p(V)(w(z)) v €T(S,20)

donde T, es la transformacién cubriente correspondiente al lazo cerrado v y
(10) p:I(S,20) — GL,(C)

es la representaciéon monodromia de la ecuacion.

El automorfismo lineal p : C* — C" contiene la informacién de como las condiciones
iniciales son transformadas a condiciones finales resolviendo (9) a lo largo del lazo
cerrado v basado en z.

Otra construcciéon clasica de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales es la sus-
pension de una representacion ([12]). Dada una superficie de Riemann hiperbolica
S y una representacion p : I'(S, z9g) — GL,(C) se contruye un fibrado vectorial Eg
sobre Sy una ecuacién del tipo (9). Sea H™ el semiplano superior, considerado como
el espacio cubriente universal de S, con transformaciones de cubierta

o - F(S, Z()) — SLQ(]R) C SLQ(C)

dando origen a la representacién canonica py del grupo fundamental de S.
Considere el fibrado trivial

E = Ht x C»

|

H+

sobre el semiplano superior H*, y la I'(S, zg)—accién sobre E
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(11) (z,w) = (po(V)z, p(¥)(w)) v € I'(S, 20)

El cociente de E por ésta accién E/T(S, zo) da lugar a un fibrado vectorial E; sobre
S.
Lp

|

S

Sobre E podemos considerar la ecuaciéon dada por

~ dw
A=0 (ie. — =0).
dz

Las soluciones son las funciones constantes. Ya que la ecuaciéon A = 0 es invariante
bajo la accién en (11), ésta desciende (al cociente) a una ecuacién diferencial ordi-
naria lineal sobre E; la cual es holomorfa sobre S. La construccién da directamente
que la transformacién monodromia de esta ecuacion es la representacién p dada en
(10). La gréfica de las soluciones locales a (9) forman una foliacién holomorfa F; en
E;.

La ecuacién Riccati se obtiene de una ecuacién diferencial ordinaria como (9) al
proyectivizar las variables lineales de el fibrado vectorial E; sobre la superficie de
S. Denotando (;; = z—i con j = 2,...,n, la ecuacién Riccati asociada a (9) en
coordenadas afines tiene la forma de un polinomio cuadratico en (2,(s,...,(, con
coeficientes racionales en z:

dgs

dz a21 G22 — A11 a23 e G2
= : + as2 as3z — an :

% an1l : : Apn — A11 gn

C2
—(a12Ce + -+ a1nGn) | -
Cn

donde A = (a;;) es la matriz de funciones racionales en (9).
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Similarmente, dada una representacion p como (10) podemos también construir de
la representacién proyectivizada p : I'(S,29) — PGL,(C) su suspensiéon M, =
Proj(Ej;) lo cual da una variedad que es un CP" ! fibrado sobre S con una conexion
plana.

M, := Proj(Eg)

|

S

La grafica de las secciones planas locales de éste fibrado son las soluciones a la
ecuacion diferencial lineal definida por la monodromia (10), y el conjunto de sec-
ciones planas forman una foliaciéon F, de M, la cual es la proyectivizacién de la
foliaciéon F; en E;. Ambas foliaciones son transversas a las fibras de EFg — Sy
M, — § respectivamente, por lo tanto la dinamica de la foliacién esta esencial-
mente determinada por la del grupo de holonomia p(I'(S, z9)) v p(I'(S, 20)).

Las foliaciones asi contruidas, se llamaran foliaciones Riccati.
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4.2 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 9

Para la demostracion del Teorema, utilizaremos el proceso de suspensién de una re-
presentacion descrito en la seccién anterior y los teoremas 7 y 8 obtenidos en el
capitulo anterior.

Teorema 9. La foliacion de Riccati genérica no acepta medidas transversas inva-
riantes.

Demostracion. Del teorema 7, sabemos que el conjunto ﬁn(f‘g) es un subconjunto
abierto real de Zariski no vacio.

Dado un elemento p = (Ay, B1,..., A4, By) € R, (I'y) contruimos por medio de la sus-
pension el fibrado vectorial plano e con fibra C” cuya representaciéon de monodromia
sea p, y Proj(e) el fibrado plano con fibra CP™ ! inducido por ¢ (ver [4],[12]).

Las secciones planas de Proj(e) forman una foliacién F, de Proj(e) llamada foliacién
de Riccati, la cual es transversa a las fibras y cuyas hojas £ se proyectan como un
cubriente a la superficie base S.

Al ser F, transversa a las fibras de Proj(e) — S, tenemos que la dinamica de la
foliacién estd esencialmente determinada por la del grupo de holonomia p(I'(S, zo)).

Ya que lo anterior se satisface para cualquier representacién p del subconjunto abierto
real de Zariski ﬁn(Fg) la foliacién es una foliaciéon de Riccati génerica y del teorema
8 tenemos que no hay medidas de propabilidad en CP™~! invariantes por j, para
toda p € ﬁn(Fg), lo cual implica que la foliacion no acepta medidas transversas
invariantes. [
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ANEXO A

ESTUDIO DE LAS MATRICES CON
VECTORES PROPIOS EN COMUN.

En el presente Anexo, deseamos incluir un estudio de las matrices conmutables, el
cual fué previo y sirvio para determinar como realizar la demostracion del Teorema 7.

Nuestro interés era dada (A1, B1,..., Ay, By) € én(f‘g), que la matriz B, no tenga
vectores propios en comun con A,. Lo primero que debian satisfacer las matrices A,
y B4 era que no debian conmutar por lo cual realizamos el siguiente anélisis:

Ya que nuestra matriz A, es regular, mediante un cambio de coordenadas la podemos
ver como:

A 00 0

0 X O 0

Ag — 0 0 )\3 0
0 0 O An

MM 0 0 - O bir bz bz - by
0O X O --- O baor  bag baz - bay
0 0 X3 -~ O bs1 bz b3z -+ b3y
0 0 0 ot )\n bnl bn2 bn3 o bnn
bii bia bz -+ by A 0 0 -0
ba1  bag bag - bay 0 X O -+ O
— | b31 b3a b3z - b3, 0 0 A3 --- O
bnl bn2 bn3 bnn 0 0 0 >\n
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>\1b11 /\1b12 T >\1b1n b11>\1 b12>\2 o b1n>\n
)\2b21 )\2b22 e >\2b2n b21 )\1 622)\2 e an)\n

)\nbnl )\nan T Anbnn bnl >\1 bn2)\2 e bnn>\n

Observemos que para i # j debe cumplirse A\;b;; = b;;\;, como \; # \; entonces
bi; = 0 V1, j por lo cual

by O 0 0

0 b O 0

B = 0 0 b33 0
0 0 0 - bun

Asi suponer que A, y B, conmutan, implica que AngAg_lBg_1 = [A,, By] = Id.
Lema 13. Sea (A1, Bi,..., Ay, By) € R, (L) entonces [Ay, By # Id.

Demostracién. Por la contruccién de Ry, (I'y), sabemos que (A4, By) € Q, pero como
Id¢g Wy Q=&Y W)\ [@ (W) N V] tenemos que [Ay, By # Id.

Lema 14. Si A es matriz reqular entonces By = {B € GL,(C)| A y B no tienen
vectores propios en comun } es un subconjunto abierto de Zariski no vacio.

Demostracion. Ya que A es regular, y la afirmacion no depende de las coordenadas
que se usan, podemos considerar un cambio de coordenadas ¢ tal que los vectores
propios de A sean los vectores canénicos de C™ (denotados por e;), en dicha base A
es:

A 0O 0 -0
0 X O - 0
A= 0 0 A3 --- O
o 0 0 - A,
ya que
blj
bgj
Be; = b3j | es decir, cuando realizamos el producto de la matriz B por el vector
bn;
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e; se obtiene la j-ésima columna de la matriz B, asi para que e; sea vector propio de
B, debe cumplirse la igualdad

b1 0
baj 0
bgj

3 Il
bn;j 0

lo cual implica que b;; = 0 Vi # j, y bj; = t. Esto nos esta dando una condicién
cerrada sobre las columnas de la matriz B. Por lo tanto el conjunto B es un abierto
de Zariski no vacio en GL,,(C).1

Corolario 1. Dada A, matriz reqular diagonal y si la j—ésima columna de B, no
es un multiplo de e; para j = 1,...,n entonces A, y By no tienen vectores propios
en comun.

Demostracion. Supongamos que A, y B, tienen un vector propio en comun, por la
demostracién del lema 14, podemos suponer que dicho vector es el vector candnico
ej, entonces Bge; = ue;, es decir

b1 0
% 0
b3] :

=W 1 <= b;j =0paratodoi #jybj; =pn

bnj 0
esto implica que la j—ésima columna de By es un multiplo de e;, lo cual contradice
las hipétesis.

Por lo tantoA, y By no tienen vectores propios en comtn. W
Del Lema 14 y el Corolario 6, tenemos que el conjunto:

B ={B e GL,(C)| la j—ésima columna de B no es multiplo del vector e;}

es un subconjunto abierto de Zariski de GL,,(C) distinto del vacio.

Sea D el conjunto de matrices diagonales de GL,,(C). El subconjunto de D, definido
por
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di 0 ... 0
/ 0 dy ... O o
Al = g [ Ml Dl
0 0 ... dy

es un subconjunto abierto de Zariski de GL,,(C).

Lema 15. El conjunto A’ x 3 es un subconjunto abierto de Zariski mno vacio de
A x GL,(C)

Demostracién. Como A’ es un subconjunto abierto de A es de la forma

A =A-7

con Z1 subconjunto cerrado.
De manera andloga

ﬁ - GLn((C) - Z2
con Zs subconjunto cerrado. Entonces:
A x 5 = (A — Zl) X (GLn((C) — ZQ)
A'x 3=AxGL,(C)—(Z1 x GL,(C)) — (A x Z3)
A'x=AxGL,(C)—{(Z1 x GL,(C)) U (A x Z3)}

Por lo tanto A’ x GL,,(C) es un subconjunto
abierto de Zariski no vacio de A x GL,(C). W
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ANEXO B

ESTUDIO DE LA FUNCION P.

En el presente Anexo, deseamos incluir un estudio de la funcién fQ, el cual en un
principio se pensaba usar en la prueba de la Proposicién 10 de la tésis, pero después
realizamos la demostracion de otra manera y ya no fué necesario.

Sin embargo débido a que se presenta un fénomeno no esperado e interesante en dicho
estudio, decidimos anexarlo.

Regresando a la aplicacién fdel Lema 8, si consideramos \; = z;+1y; con z;,y; € R,

7 .
Fu e ha) = L@ +2) = (@ +3)

luego fe Rlz1,Z2, .« s Ty Y1, Y2, - - - Yn). Ademds fQ es invariante bajo la accién de
S,, en C™,

EL OPERADOR DE REYNOLDS *x EN R[x1,...,Zn, Y1, Yn]-

Un operador * : Klzi,...,2,] — Kl[z1,...,2,]%" se dice que es operador de

Reynolds si satisface las siguientes propiedades:
a) El operador * es K —lineal.

b) El operador * es la identidad sobre el anillo invariante K[z1,...,2,]".
¢) El operador * es un homomorfismo de K[z1,...,z,]°* —mddulos.
Definimos el operador * como:

s RTL, o Ty YLy s Yn] — R[T1, oo T Y1 e e e Yn]"

. 1
Fro B = g Sees, 0@ )

.1
"= W&esﬂ(f(xam,---wam),yam,---’ya<n>>>

y demostraremos que es operador de Reynolds.
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a) * es R-lineal.
Sea )‘f+/j’g con fag € R[$17"'7xn7y17"';yn] y A?l'b eR.

1
*()‘f + Mg) = HZUESTL [)‘f(wa(l)ﬂ - To(n)r Yo (1) - - - 7y0(n))
+ 1g(To)s - s To(n)s Yo(1)s - - - s Yo(n))

1
= _'Eaesn )‘f(xa(l)7 o Ton)r Yo (1) - -+ ya(n))

n.
1
+ HZ}Uesnﬂg(mU(l), <o s To(n)r Yo (1)y - - - 7y0'('n))
1
= A ¥oes, f(Zo), - To(m), Yo )+ » Yo ()

1
+ Mﬁzaesng(l’a(lﬁ - s To(n)r Yo (1)y - - - 7ya(n))

= A"+ ng*
b) Sea f un polinomio homogéneo invariante, (i.e.) f € R[x1,...,Tn, Y1, .-, Yn]>".
Entonces:
"= f(@o), - To(m), Yo(1)s - -+ Yo(n))
Por lo tanto el operador * es la identidad sobre el anillo invariante.
¢) * es un homomorfismo de R[z1,...,Zn, Y1, ..., Yn| " —modulos.
Sea f € R[x1,...,Tn,Y1,---»Yn] € I € R[T1, ..., 20, Y1, .., Yn]>", tenemos:
(fI) = f"1.
Por lo tanto * es un operador de Reynolds en R[xq,...,Tn, Y1, -, Yn] "
Proposicién 11. Todo ideal en el anillo polinomial R[x1, ..., Tn,y1,--.,Yn] €s fini-

tamente generado.

Demostracion. (Usaremos la idea de la prueba del Teorema de finitud de Hilbert
sobre generacién finita [19]). Basta probar que todo ideal monomial M en el anillo
Rlz1,...,2n,y1,-..,Yn] es finitamente generado.

Procederemos por inducién sobre n. .

Un ideal monomial M en R[z1,y;] esta generado por {z]yt|j € J,I € L} donde los
conjuntos J y L son subconjuntos de los enteros no negativos. Los conjuntos J y L
tienen un elemento minimal jg, Iy y M esta generado por el elemento {w{oyllo} esto

prueba la afirmacién para n = 1.
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Supongamos que la proposicién es verdadera para n — 1, (Sea M ideal monomial en
. 1, d jin—1, 1,1 In—

el anillo R[z1,...,Zn, Y1, .,Yn] generado por{z? x5 - - x|y 'yt - y," 1 ).

Para cualesquiera enteros no negativos p, ¢ € N, consideramos el ideal monomial

M, 4 €l cual es generado por todos los monomios m € R[z1,...,Tpn,Y1,---,Yn] tales

que maPyd € M.

MZMI = {m € R[:Eh e Ty Yty ,yn]|mxﬁyg € M}

por la hipdtesis de induccién M, , esta generado por un conjunto finito S, , de
) 9
monomios.

Enseguida observemos las inclusiones

Moo € Mp g € Mpyig+1 C -+ para todo p,q € N, nuevamente por la hipdtesis
de induccién, también el ideal monomial (J, , My es finitamente generado. Esto
implica la existencia de enteros 7, s tales que M, ¢ = M, 41 541 = Myyo 540 ="

; ¢ SR O g b1, L2 ! ‘ ; :
Se sigue de aqui que un monomio xy'z3" - - -xzflyl Yy -y, estd contenido en M si
y s6lo si el monomio z7'al? - - a)"yliylz ...y o1 estd contenido en My, 4, donde

t1 = min{r,jn} vy to = min{s,l,}.
Por lo cual el conjunto finito
U Si Ty
=0 T

7=0,...,s.

genera M. B

Proposicién 12. Rz, Ta,..., T, Y1,Y2,-..,Yn] " es un anillo finitamente gene-

rado por polinomios simétricos invariantes.

Demostracion. La demostracion se sigue de la demostracién del teorema de finitud
de Hilbert (ver [19, pag 26]). Sea Ig, := (R[z1,Z2,. ., Tn,Y1,Y2, - - 7yn]*j’;”> el ideal
en

Rlz1,z2,. .., Tn,Y1,Y2,---,Yn] €l cual es generado por todos los polinomios inva-
riantes homogéneos de grado positivo.

Como el operador de Reynolds % es R—lineal, todo invariante f es una combinacién
R—lineal de monomios simetrizados, (#1252 - - - zéryyg2 . .. gydn)*,

Estos invariantes homogéneos son las imagenes de monomios bajo el operador de
Reynolds.

Esto implica que el ideal g, esta generado por los polinomios

el .eo e di  do
R e e VA T R

donde g = (ey,e9,...,6ep,d1,da,...,d,) corre sobre todos los vectores no cero de
enteros no negativos.

57



Por la proposicién 11, todo ideal en el anillo polinomial R[z1, za, ..., Zn, Y1, Y2, - - -, Yn]
es finitamente generado. De aqui se deduce que hay finitos invariantes homogéneos

flafZa .- '7fN tales que ISn = <f17f27 e 7fN>
Ahora debemos probar que todo polinomio homogéneo invariante

f € R[$17x2a'-'7$n7y17y27"'7yn]sn

puede escribirse como una funciéon polinomial en f1, fo,..., fn.
Supongamos lo contrario, y sea f un elemento homogéneo de minimo grado en

Rlz1, T2, .y Tny Y1, Y2, .- - ,yn]sn \R[f1, fo,..., fn]. Ya que f € Igs,, tenemos que
f= E;’:lgjfj

para algunos polinomios homogéneos g; € Rlz1,x2,...,Tn,Y1,Y2,...,Yn] de grado
menor que deg(f).
Aplicando el operador de Reynolds en ambos lados de esta ecuacion, obtenemos

f=1 =X5_1951;

los nuevos coeficientes g7 son invariantes homogéneos cuyo grado es menor que deg(f).
De la suposicién de minimalidad en f obtenemos que

g; ER[flafZ?"'?fN]

y por lo tanto f € R[f1, fo,..., fn] lo cual es una contradiccién a nuestra hipotesis.
Por lo tanto R[z1, 22, ..., Tn, Y1, Y2, - -, Yn| " es finitamente generado. M

Sabiendo que R[z1,Z2,..., %0, Y1, Y2, Yn]>" =~ R[f1, f2,...,fn], es importante
saber si la expresiéon de un polinomio invariante es Unica en términos de los f; con
j=1,...,N. Notemos que si g; y g2 son polinomios en R|z1, 23, ..., zn], entonces
g1(f1s fos- oo IN) = 92(f1, fo, -, fn) <= h(f1, fas ..., fn) = 0 donde h = g1 — ga.
Se sigue entonces que la unicidad de f en términos de los f; falla si y sélo si hay un
polinomio no cero h € R[zy, 22, ..., 2n] tal que h(f1, fa,..., fn) =0.

Por lo tanto la expresién es tnica si y sélo si no existe una relacion algebraica no
trivial entre los f;.

El proceso para saber la expresion de un polinomio invariante f en términos de los
fj(ver[5, prop.7]), es calcular su residuo en la base de Groebner del ideal

JF: <f1—21,f2—22,...,fN—ZN> CR[ml,xg,...,:L'n,yl,yg,...,yn,zl,zz,...,zN]

sea ¢ el residuo de f en la base de groebner G del ideal Jg, g := fG donde g serd un
polinomio en R[zy, 29, ..., zx], entonces la expresién de f es

f=9(f1, fas- . IN).
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Para saber si existe alguna relacién algebraica entre los f; (ver [5, pag.333]), rea-
lizamos lo siguiente:

i) Formar el ideal

Jr={(fi—2z1,fa— 22, .., fn —2n) CR[x1, 22, .., Tny Y1, Y25« -, Yny 21522, -« - ZN]

ii) Calcular

Ir = Jp NR[z1, 22, ..., 2N]

entonces si Ir = {0} No hay relacién algebraica no trivial entre los f;.

Si Ir # {0} y consideramos F := (f1, f2,..., fn) : R?®* — R¥ la cerradura Zariski
de la imagen de F', es el conjunto de ceros del ideal I, que forma una variedad afin
7 C RY. El ideal I es el ideal de relaciones de los f;, y se conoce como: El Ideal
de Syzygies de los f;.

De hecho, F := (f1, fo,..., fn) : R*® — T tal que

($1>$27--->$n73/17312>-~-;yn) = (fl(xla"'7yn)7f2(x17"';yn)v"'va(xlw"?y’n))

es suryectivo puesto que Rlx1,...,Zn, Y1, .-, Yn)>" ~ R[f1, fo, ..., fN].
Geométricamente esto significa que la parametrizacion

Zi :fi(xl,...,xn,yl,...,yn)

cubre todo 7.
La aplicacién ¢ enviando la érbita de un punto S, - (x1,%2, ..., Tn, Y1, Y2, -« -, Yn) &
F(xy1,z9,...,Zn,Y1,Y2,---,Yn) en 7 induce una correspondencia 1 — 1, por lo tanto

R?"/S, ~T Cc RV,

Los f; dan un encaje de R?"/S,, como una subvariedad algebraica en el espacio afin
RV,

A continuacién veremos un caso particular de la proposicién anterior, consideraremos
n=2.

Proposicién 13. Rlzy, z2,y1,y2]% ~ R[f1, fo, f3, [4, f5].

Donde fi = Resy = x1 + 2, fo = Imsy = y1 + y2, f3 = Resa = w112 — 4192,
fa=1Imss = z1y2 + x2y1 ¥ f5 = y2y1. Con s; los polinomios simétricos elementales
en Clz1, z2], ademds los f; satisfacen la relacidn:

F2fs — fifafa+ fofs+ f2fs —Afsfs + f7 —4f2 =0
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Demostracion. Sea f un polinomio homogéneo simétrico, (i.e.) f € Rlz1, 22, y1, y2]2.
En el anillo R[z1, z2,y1,y2] consideramos el orden lexicografico 1 > xo > y1 > yo.
Sea LT(f) = a127"x5%y{?y5*, ya que f es invariante, el termino aqz5'x7?y5°yi™
debe aparecer en la expresion de f, y como (aq, g, az, aq) > (a2, a1, g, a3) tenemos
que (] — g, 9 — vy, i3 — (g, g — v3) debe tener su primer termino (distinto de
cero) positivo. Por lo tanto tenemos los siguientes casos:

CASO 1. a1 >

CASO II. O] = Q2 Yy (i3 > Oy

CASO III. a1 = as y a3z = ay.

En cada caso propondremos un polinomio g = 52 f32 fi4 fa'°, observando que

LT(g) = LT(f1)" LT (f2)"2 LT (f3)"* LT (fa)"* LT(f5)"
= (z1)" (1) (z122)"* (21Y2)"* (y192)"

¢ _ nitng+ng, n3, notns n4+n5
asf LT(g) = = ST )

De manera que

()ni+nz+na=o1,n3 =0, Na+ns =03y Na+ns =0y

con estas igualdades garantizamos que f y h = a;g tienen el mismo termino principal.
Realizando los calculos en cada caso, obtenemos:

CASO I a1 > as
a) ay — a3 <0y g < g — g, entonces g = f{1 Y2 fr3T 2 £

b) ay — a3 >0y g < a1 — ag, entonces g = fi 2T f3 f32 f4

fas—oc4+oc1—a2focz ay—ag pas—(o1— sz)
2 3

c)ag—az >0y a; —as < ay, entonces g = 4 5

CASO IL. a1 = as y as > ag, entonces g = fg3~ 4 fg* fo'.

O‘1 a3

CASO III. a1 = as y a3 = a4, entonces g = 5.

Por lo tanto LT(f) = a1 LT (g1) con el g; adecuado. Es decir f y h = a;g; tienen el
mismo termino principal, por lo cual

multideg(f — a191) < multideg(f).

Sea h1 = f—a191, h1 es simétrico ya que f y a1g; lo son. De aqui si h; # 0, podemos
repetir el proceso anterior y formar hy = hy — asgs, donde as es la constante que
aparece en el LT (hy) y g2 es un producto de f1, f2, f3, fa, f5 a varias potencias.
Sabemos que LT'(hy) < LT (hy) cuando hy # 0.

Continuando de esta manera, obtenemos una sucesién de polinomios hi, hs, hs, ...
con:
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multideg(f) > multideg(hy) > multideg(hg) > ...

como el orden lexicografico es un buen orden, la sucesién debera ser finita, lo cual

sucede cuando hyy; = 0 para algin t.
Asi
f=a191 +ag2 + asgs + - + age

por lo cual f es un polinomio en f1, fo, f3, fa v f5.

Por lo tanto
f c R[f17f27f37f47f5]'

Ahora bien cuando se hizo el andlisis de las ecuaciones (*) para determinar la ex-
presion del polinomio g, obtuvimos que el valor de ny puede variar en ciertos ran-
gos,(nosotros elegimos en cada caso a) ngy = 0, b)ng = ay, c)ng = a3 — as) por lo
cual la expresiéon de un polinomio f en términos de f1, f2, f3, f4 v f5 no es unica.
La expresion dependera del valor que elijamos para ng.

La afirmacion de no unicidad anterior, se justifica también con el hecho de que f1, fs,
f3, fay f5 satisfacen una relacién no trivial.(ver comentario despues de la Proposicién
12).

Para conocer dicha relacién hacemos lo siguiente:
1. Consideramos el ideal

Jrp = (f1 — 21, fo — 22, f3 — 23, fa — 24, f5 — 25) C Rl[z1, 22,91, Y2, 21, 22, 23, 24, 25].

2. Hacemos Ir = Jp NR[z21, 22, 23, 24, 25].

En nuestro caso como

Ir=JrNR =< 2225 — 2 225 — 4 2 422
F=Jr NR[z1, 20,23, 24, 25] =< 2725 — 212024 + 2523 + 2325 z325 + 24 zg >

la relacién no trivial es:

fifs = hlafa+ f3fs+ f3fs —Afsfs + fi —4f2 =0

por lo tanto la expresion de f no es unica en términos de los f;.
Sea 7T la variedad afin dada por el conjunto de ceros del ideal I, (ie)

T =Z(Ir) = Z(< 2325 — 212924 + 2523 + 2525 — dagzs + 27 — 422 >)

entonces tenemos R*/Sy ~ 7 C R®. Lo cual nos da una estructura analftica real,
distinta en C?/S;. H

En la siguiente afirmacién, calculamos la expresién en términos de polinomios simétricos

de f2, usando la proposicién anterior.
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Afirmacién 2. Sean =2y f2 € Rlz1, 22, Y1, y2]%2 entonces

F2 € RISy, fo, f3, fas f5)-

= of2f2 AL s — S8fifofa+ FE 4+ Af2 s — 16f5fs + Af2 — 162

Donde f1, f2, f3, f4 v f5 son como en la proposiciéon 13.

Demostracion. Para la prueba usaremos la proposiciéon 7 de [5, padg. 329]. Sean

f1s f2, f3, fa, f5 € Rlw1, 22,91, Y2
Fijar un orden monomial en R[z1, z2,y1,¥2, 21, - . -, 25] donde cualquier monomio in-

volucrando 1, x2,y1,y2 €s mayor que todos los monomios en R[zq, ..., z5].
Formar el ideal

I=(fi — 21, fo— 22, f3 — 23, fa — 24, f5s — 25) C Rlx1,22,y1,Y2,21,. .., 25].

. =G
Sea G la base de Groebner del ideal I. Dado f? € R[xy,x2,y1,¥2], sea g = f2 el
residuo de f en la division por G. Realizando el algoritmo en el Singular, obtenemos
que

g =21+ 22725 — Azizs — 8212024 + 25 + 42523 — 162325 + 425 — 16232

es decir que g € R|z1, 22, 23, 24, 25], y por la proposicién 7 de [5] concluimos que

P2 € R[f1, fa, f3, fa, f5]

= 2f2 2 —Aaf2 fs —8fifofa+ f4 +Af2fs — 16 s fs + 4fF — 162
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Algoritmo usado para determinar la relacién entre los f; de la proposiciéon 13 del
anexo B.

SINGULAR

ring r=0, (x,y,s,t,2(1..5)), dp;

poly fl=x+s;

poly f2=y+t;

poly f3=x%*s-y*t;

poly fd=x*t-+s*y;

poly f5=y*t;

ideal i=f1-7(1),f2-z(2),3-2(3),f4-z(4) ,f5-z(5);
ideal g=groebner(i);

J=y+t-2(2)
J=x+s-2(1)
|=t"2-t*2(2)+2(5)
|=2%s*t-t*z(1)-s*z(2
|=s"2-s%z(1)+2(3)+
% 7(2)"2%2(3)-z(

(5

J+4(4)

(5)

2(1)*2(2)*2(4)+2(1)"2%2(5)+2(2)" 2%2(5) +2(4) " 2-4*2(3) *2(5)-4*2(5 )
2¥6%5(2)*2(3)-2(2)/ 2% (3)-t*a(1) *2(4)-5*2(2)*2(4)+2(1)*2(2)*2(4)+2*s*2(1

25225 A(2) 2l

|=6%5(1)*2(2)-5%2(2) 22t *a( 4) +5(2)*2(4) +4¥5*2(5)-2%2(1)*2(5)

g[9]=t*z(1)"2-s*2z(1)*2(2)-4*t*2(3)+2%2(2)*2(3)+2*s*2(4)-2(1)*z(4)-4*t*2(5)+2%2(2) *z(5)

ideal j=eliminate (i, xyst);

3

j[1]=2(2)"2*%2(3)-2(1)*2(2)*z(4)+2z(1)"2%2(5)+2(2) " 2%2(5) +2(4) " 2-4*2z(3) *2(5)-4*2(5) " 2

ideal k=eliminate (g, xyst);

k;

k[1]=2(2)"2%2(3)-z(1)*2(2)*2(4) +2(1)"2*2(5)+2z(2)" 2*2(5) +2(4) " 2-4*7z(3) *2(5)-4*2(5) "2

1
2
3
4
)
6
7
1

~—
*
N
A
\_/

g[
gl
gl
gl
gl
gl 1)*
gl z(2
z( 2)*
g[8
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Algoritmo usado para determinar la relacién entre las partes real e imaginaria de los
f; de la proposicién 13 del anexo B.

SINGULAR

ring r=0, (x,y,8,t,z(1..5)), Ip;
poly kl=x+y;

poly k2=y"2;

poly k3=y*t;

poly kd=s+t;

poly k5=t"2;

ideal i= k1-z(1),k2-z(2),k3-2(3),k4-z(4),k5-z(5);
ideal j=eliminate (i,xyst);

J5

j[1]=2(2)*2(5)-2(3)"2

ideal g=groebner(i);

ideal m=eliminate (g,xyst);
mj

m([1]=2z(2)*z(5)-z(3)"2
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Algoritmo usado para determinar la expresién de f2 en la afirmacién 2 del anexo B.

SINGULAR

ring r=0, (x(1),x(2).y(1).y(2) 2(1..5)).Ip

poly fl1=x(1)+x(2);

poly £2=y(1)+y(2);

poly B3=x(1)*x(2)-v(1)*y(2);

poly F—x(1)*y(2) +x(2)%y (1)

poly f5=y(1)*y(2);

poly f=x(1)"+y (1) 44+x(2) 4+y(2)"4 -2¥x(1)"2*x(2)"2 2%y (1) 2*y(2)"2

g;
g[1]=2(1)"2%2(5)-z(1)*2(2)*z(4) +2(2) " 2*2(3)+2(2) " 2*2(5)-4*2(3) *z(5) +2(4) " 2-4%2(5) "2
g2]=y(2)"2-y(2)*z(2)+2(5)

gl3]=y(1)+y(2)-z(2
gl4]=x(2)*2(2)"2-4%x(2)*2(5)-2%y (2)" 2*2(1) +y(2)*2z(1)*2(2)+2*y(2) *2(4)-2(2) *2(4)
g[5]=2%x(2)*z(1)*2(5)-x(2)*2(2)*z(4) +2*y(1)*y(2)"2*2(2) -y(1)*y(2)*z(2)"2
+é§%)212t§§1)A2 y(2)*2(1)"2%2(2)-y(2)*2(1)*2(4)+2%y(2)*2(2) *2(3) +2(1)*2(2)*2(4)
gl6]=x(2)*z(1)*2(2)-2*x(2)*z(4) +4*y(1)*y(2)"2-2%y(1)*y(2)*2(2) -y(2)*z(1)"2
+4*y(2)*2(3)+2z(1)*z(4)-2*2(2) *2(3)

g[7=2"x(2)*y(2)-x(2)*2(2)-y(2)*z(1) +2(4)

g[i]= E?)A)2-X(2)*Z(1)+y(1)*y(2)+Z(3) g[9]=x(1)+x(2)-z(1)

reaucelr1,g);

z(1)M+2%7(1)"2%2(2)"2 -4%7(1)"2%2(3)-8%2(1)*2(2) *2z(4) +2(2) 4 +4*2(2)"2%2(3)
L16%2(3)*2(5)+4%2(4) " 2-16%2(5) 2

ring r=0, (x,y,8,t,z(1..5)),1p;

// ** redefining r **

poly fl=x+s;

poly f2=y+t;

poly f3=x*s-y*t;

poly f4=x*t-+s*y;

poly f5=y*t;

ideal i=f1-2(1),f2-2(2),3-2(3),f4-2(4) £5-z(5);

ideal h=eliminate (i, xyst);

h;

h[1]=2(1)"2%2(5)-z(1)*2(2)*z(4)+2(2)" 2%2(3)+2(2) " 2*2(5)-4*2(3) *2(5) +2(4) " 2-4*7(5) "2
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